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our ce dernier chapitre de ’année, nous allons faire un rapide survol
des techniques d’étude et de calcul liées aux fonctions & deux variables
que vous approfondirez I’an prochain. Au programme, des choses que
vous avez pour la plupart déja croisées en physique ou en SII : calcul de
dérivées partielles, plan tangents, différentielles et un tout petit peu de champs
de vecteurs.

sin (7
Figure 1 — Surface représentative de la fonction r — 7<)
r
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Le but de cette section, dont le contenu sera entiérement repris dans un cadre
plus général en seconde année, est de familiariser les étudiants avec les calculs
sur les dérivées partielles, notamment avec la « régle de la chaine », et de
développer une vision géométrique des fonctions de deux variables. Le point de
vue est donc essentiellement pratique.

Toute extension et tout développement théorique supplémentaire sont hors
programme.
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Soit © un sous-ensemble de R2.

On appelle fonction & deux variables toute fonction f: Q +— R.

Comme pour les fonctions de la variable réelle, €2 est appelé le domaine de
définition de f.

f: R — R f: R — R

r > sin(z) (z;y) +— sin(z)sin(y)

Figure 2 — Fonction a une variable Figure 3 — Fonction a deux variables




Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une
interprétation géométrique :

QO f: (z;y) — 23 +22%y+xy® —49°.




Préciser le domaine de définition des fonctions suivantes et en donner une
interprétation géométrique :

0 f:(wy)—2®+2%y+a’ 42 g . (2;y) 1 L




Nous avons ’habitude de représenter toute fonction f: R+ R par une courbe

dans le plan R?, précisément la courbe d’équation y = f(x).
Y

Une fonction f: R? — R sera, quant & elle, représentée par une surface de
I'espace R? d’équation z = f(z;y).




Soit Q un ouvert de R? et f: Q +— R.

On appelle surface représentative de f 1’ensemble

S={(z,y,2) ER3, (z,y) €Qetz= f(x,y)}

Figure 5 — z = sin(z)

Figure 4 — z = sin(z) sin(y)




Soit Q un ouvert de R? et f: Q +— R.

On appelle surface représentative de f 1’ensemble

S={(z,y,2) ER3, (z,y) €Qetz= f(x,y)}

Figure 6 — z =sin(y)

Figure 4 — z = sin(z) sin(y) o




Soit Q un ouvert de R? et f: Q +— R.

On appelle surface représentative de f 1’ensemble

S={(z,y,2) ER3, (z,y) €Qetz= f(x,y)}

Figure 7 — y = sin(x)

Figure 4 — z = sin(z) sin(y)




Intéressons-nous, par exemple, a la fonction (z ;%) — 2% + sin(3y).

Figure 8 — z =22 +sin(3y)
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Pour construire son graphe &, on étudie souvent son intersection avec une
collection de plans paralléles qui balaient I’espace R® tout entier.
Ainsi, pour tout A € R :
m l'intersection de § et du plan d’équation x = X est la courbe d’équation
z = A2 +sin(3y) dans ce plan,

Figure 9 — Intersection de & avec = = 7.




Pour construire son graphe &, on étudie souvent son intersection avec une
collection de plans paralléles qui balaient I’espace R® tout entier.
Ainsi, pour tout A € R :
m l'intersection de § et du plan d’équation x = X est la courbe d’équation
z = A2 +sin(3y) dans ce plan,
m lintersection de § et du plan d’équation y = A est la courbe d’équation
z = 2?2 4+ sin(3\) dans ce plan,

Figure 9 — Intersection de & avec y = 2.




I. Approche graphique

1. Graphe

Ainsi, pour tout A € R :

m lintersection de § et du plan d’équation x = X est la courbe d’équation
z = A2 +sin(3y) dans ce plan,

m lintersection de § et du plan d’équation y = A est la courbe d’équation
z = z? + sin(3)\) dans ce plan,

m 'intersection de § et du plan d’équation z = A est la courbe d’équation
22 + sin(3y) = A dans ce plan. Ces courbes particuliéres s’appelle des lignes
de niveau A de f (confer paragraphe (2) ).

Figure 9 — Intersection de 8§ avec z = 10.
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I. Approche graphique

1. Graphe

Ainsi, pour tout A € R :

m l'intersection de § et du plan d’équation x = A est la courbe d’équation
z = A% +sin(3y) dans ce plan,

m l'intersection de § et du plan d’équation y = A est la courbe d’équation
z = 2% +sin(3)\) dans ce plan,

m 'intersection de § et du plan d’équation z = A est la courbe d’équation
22 + sin(3y) = A dans ce plan. Ces courbes particuliéres s’appelle des lignes
de niveau A de f (confer paragraphe (2) ).

Figure 9 — Intersection de Figure 10 — Intersection de Fdzurell Tisg atersection
S avec z = 10.
S avec y = 2. 8§ avec xz = .
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Faites 'effort de réfléchir en les mémes termes aux exemples qui suivent et
assurez-vous de bien les comprendre.

Figure 12 — z = /22 + 2. Figure 13 — z =2 +¢°.




A 1
Figure 14 — z =22 — 2. Figure 15 — z = = +

[zl Jul




Figure 16 — z = sin(x). Figure 17 — z = sin(x) + sin(y).




7

R )
)

. 22
Figure 18 — z=(z +y) e—(@+y?), Figure 19 — z = ysin(z)e ™




Soit Q C R? et f: Q+— R.

Pour k£ € R, on appelle ligne de niveau k, ou courbe de niveau k, I’ensemble

LkZ{(I,y)EQ, f(xay):k}




Figure 20 — Lignes de niveau de (z,y) — x2 — y>.




Exemple | :

Considérons la fonction (z;y) > x2 — y2.

m Les lignes de niveau sont des hyperboles.




Exemple | :

Considérons la fonction (z;y) > x2 — y2.

m Les lignes de niveau sont des hyperboles.

m La ligne de niveau 0 est constituée des deux droites d’équation y = x et y = —x.




Exemple | :

Considérons la fonction (z;y) > x2 — y2.

m Les lignes de niveau sont des hyperboles.

m La ligne de niveau 0 est constituée des deux droites d’équation y = x et y = —x.




Exemple | :

Considérons la fonction (z;y) — 22 — y2.

m Les lignes de niveau sont des hyperboles.

m La ligne de niveau 0 est constituée des deux droites d’équation y = x et y = —x.

De maniére générale, toute courbe joignant des points d’égale valeur est appelée
isopléethe. Elle sépare des zones de faibles valeurs et des zones de valeurs plus élevées.
Toutes les courbes iso-... que vous connaissez sont des isoplethes.




Exemple 2 :

Si f est la fonction qui, a la longitude et la latitude
associe laltitude, alors les lignes de niveau représentent
les points qui sont & la méme altitude : si on se proméne
sur une ligne de niveau, on ne monte ni ne descend.

Ce sont ces lignes (dites de niveau) qui sont représentées
sur les cartes topographiques.

Plus les courbes de niveau sont serrées, plus laltitude
varie rapidement, plus la pente est forte.

Figure 21 — Les lignes de
niveau autour du mont Fuji




Exemple 3 :

Si f est la fonction qui, a la longitude et & la latitude associe la pression (au niveau de
la mer), alors les lignes de niveau relient des points d’égale pression. Ces lignes sont
appelées en météorologie des courbes isobares.

Lorsque les isobares forment des boucles fermées, la plus petite boucle au centre
indique le centre de pression.

Un systeme anticyclonique est représenté par un « H »en anglais et un systéeme
dépressionnaire est représenté par un « L »en anglais.

Figure 22 — Courbes isobares : La vitesse du vent est fonction de ’écartement des isobare?
plus les isobares sont serrées, plus la pression varie rapidement, plus le vent souffle fort.



Soit Q C R? et f: QR

m pour tout y, € R, on note f(-,y,) ou f, V'application = > f(z,y,) qui est
définie sur 'ensemble des réels x tels que (z,y,) € Q.

fyo X f($7y0)




Soit Q C R? et f: QR

m pour tout y, € R, on note f(-,y,) ou f, V'application = > f(z,y,) qui est
définie sur 'ensemble des réels x tels que (z,y,) € Q.

fyo X f($7y0)

m pour tout z;, € R, on note f(zy,-) ou /2, Vapplication y +— f(zg,y) qui est
définie sur ’ensemble des réels y tels que (z(,y) € Q.

fmo :y'—>f(5507y)




Soit Q C R? et f: QR

m pour tout y, € R, on note f(-,y,) ou f, V'application = > f(z,y,) qui est
définie sur 'ensemble des réels x tels que (z,y,) € Q.

fyo X f(w7y0)

m pour tout z;, € R, on note f(zy,-) ou /2, Vapplication y +— f(zg,y) qui est
définie sur ’ensemble des réels y tels que (z(,y) € Q.

fxo :y'—>f(5507y)

f(,yo) et f(zg,-) sont appelées applications partielles de f en (z,yq)-




Tracer les représentations graphiques de ces applications partielles revient a
tracer la coupe de la surface représentative de f par les plans d’équation
respective y =z et © = x,. confer paragraphe (1) .

Figure 23 — (z,y) — f(z,y) = 2 — y? avec ses fonctions partielles
Fag (@0, ¥) = flzo,y) et fo 0 (2 y0) — flz,yo)-




Exemple 4 :

Considérons la fonction z — x2 — 42 et (zq;y,) € R2.

m Les fonctions partielles sont des paraboles de concavité contraire :

22—y et yr— —y?+ad.

80T 2= foo(¥)

R v
“4-3-2-10 1 2 3 4
Yo

Figure 24 — f, :y+— f(z0,9)




Exemple 4 :

Considérons la fonction z — 22 —y2 et (zq;y) € R2.
m Les fonctions partielles sont des paraboles de concavité contraire :
:L‘l—>x2—yg et yl—)—y2+x8‘

m Les lignes de niveau k € R sont des hyperboles d’équation 22 — y? = k ou les deux
bissectrices lorsque k = 0.

01 2= L) 50

40 40

30

20 20
2= Fy (@)

10 10

S Y [ —
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ~5 —4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5
Yo o

Figure 24 — f, :y+— f(z0,9) Figure 25 — f, @t f(z,yo)




Figure 27 — Lignes de niveau de Figure 28 — Différences entre fonctions
(z;9) — 2 —y2. partielles et lignes de niveau de
(z;9) — 2 —y2.




Exemple S :

Considérons la fonction f: (z;y) — 2% +y2.
m application partielle obtenue en fixant y = 1 est la fonction d’une variable
i cx— 2+ 1.
m l'application partielle obtenue en fixant x = 2 est la fonction f, 5 : y — y? + 4.
m Les applications partielles sont toutes représentées par des paraboles.
En particulier, a Porigine, elles ont pour équation z — z2 et y — 32

m Les lignes de niveau sont des cercles.




Remaraue : Les courbes des applications partielles et les lignes de niveau
permettent de reconstituer U'intégralité de la surface. Par exemple, la

figure (29) s’appelle un paraboloide hyperbolique tandis que la figure (30) est
un paraboloide de révolution.

Figure 29 — z = 2 — y2.
= & Figure 30 — z = z2 + 2.
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Figure 31 — Différence entre fonctions partielles et lignes de niveau.
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Soit f: R? — R
(z,y) +— €"cos(y).

Déterminer f(-,0) et f(3,-).
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L’idée essentielle, si nous voulons faire un peu d’analyse, est de pouvoir définir
la notion de limite d’une fonction en un point.

Globalement, pouvoir exprimer rigoureusement le fait que f(x) peut étre « aussi
proche » de ¢ que ce que 'on veut a condition que x soit « assez proche » de ),
ce que nous écrivons

lim f(z) = f(z).

TT(

B Pour une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R, lim f(z) =¢

=T
s’écrivait :
|z — x| <a |f(x) =t <e
VeeR:,JaeRy/ T €lzyg—aszy+af = flx)ell—e;l+e|

ou ou

d(zg;2) <« d(; f(z)) <e.




fiR—R

Figure 32 — Fonction & une variable & valeurs dans R ou R2.




B Pour une fonction d’une variable réelle & valeurs dans R? ~ C, nous avons
tout d’abord eu recours au module et les expressions ci-dessus restent

inchangées :
|z —zo| < @
o |f(@)—f, <<
lim f(z)={ < VeeR}, JaeR}/ z €lryg—aszy+af = ou
T
o a(t; f(2)) < e.

d(zg;z) <




B Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.




B Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.

® de son produit scalaire :

1) : R2? x R? — R

AN EA
U ;U — (U)Y) = 22’ +yy',




B Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.
® de son produit scalaire :

CBE R? x R?

® et de sa norme associée :

IM,: &  — R,




B Nous pouvons aussi munir R? de sa structure euclidienne canonique i.e.
® de son produit scalaire :

1) : R? x R? — R

® et de sa norme associée :

IMy: B — Ry
x
0 <y> — il = V() = Va2 +y2.

On identifiera souvent le vecteur % (z ;) de R? avec le point M du plan de
coordonnées (z;y) dans un repére orthonormé (O ' f) i.e. on confond
avec le plan affine 2 si bien qu’on notera fréquemment M = (x ; y).




La norme euclidienne permet également de définir une distance sur R? appelée
distance euclidienne :

dy: R®xR? — R, = dy: PxP  — R,

(M;M)  — M- M|, = MM".

— —

(@;9) + |u—1

”2‘




La norme euclidienne permet également de définir une distance sur R? appelée
distance euclidienne :

dy: R®xR? — R, = dy: PxP  — R,

(M;M)  — M- M|, = MM".

— —

(@;9) + |u—1

|z —z0] < a
" (@) — 1, <<
VeeR,,JaeR, / x € lzy — sz +al = o
ou dy (4; f(x)) <e.
d(zg;z) <o




1 €
o

r
FMo)  pouy

Figure 33 — Fonction de deux variables & valeurs dans R.




B Pour une fonction de deux variables & valeurs dans R, lim  f(z)=1¢

(z39)—=(z0590)
s'écrira alors au paragraphe (1) sous la forme légitime :

I(z5y) — (z0590)ll, < [fOM) = <e
VeeR:,JacRy/ MM, < = fM) €le—e;t+ef

ou ou

dy (M5 M) <a d(¢; f(M)) <e.




Pour tous A(zg,y,) € R? et r > 0, on appelle :

m boule ouverte de centre A et de rayon r ’ensemble

B(A,r) ={MeR?/AM <r} = {(z;y) € R*/ |(z;y) — (zo; %)l <7}

>

—

A

Boule ouverte :
B(A,r) O

Figure 34 — Boules de centre A dans R2.




Pour tous A(zg,y,) € R? et r > 0, on appelle :

m boule ouverte de centre A et de rayon r ’ensemble
B(A,r)={MeR/AM <1} = {(z;y) € R?/ |(z3y) — (o5 %)l <7}
m boule fermée de centre A et de rayon r ’ensemble

B(A,r)={MeR/AMr} = {(z;y) €R?/ ||(z;9) — (zo350)l <7}

>

—

A

Boule fermée : Boule ouverte :
B(A,m) B(A,7) o

Figure 34 — Boules de centre A dans R2.




e Soit A € R?.
On appelle voisinage de A toute partie de R? contenant une boule ouverte
de centre A.

On notera dans ce cours Vg2(A) ou, plus simplement, V(A) I’ensemble des
voisinages de A dans R2.




e Soit A € R?.
On appelle voisinage de A toute partie de R? contenant une boule ouverte
de centre A.

On notera dans ce cours Vg2(A) ou, plus simplement, V(A) I’ensemble des
voisinages de A dans R2.

e Soit © une partie de R2.
On dit que 2 est (un) ouvert si :

VAeQ, 3r >0, B(A,r) C Q.




Figure 35 — Un ouvert est (un) voisin(age) de chacun de ses points.

Un ouvert de R? est donc voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire qu’il
contient une boule ouverte autour de chaque point.




Figure 35 — Un ouvert est (un) voisin(age) de chacun de ses points.

Un ouvert de R? est donc voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire qu’il
contient une boule ouverte autour de chaque point.

Intuitivement, un ouvert est un ensemble qui n’a pas de « bord » a 'image
intervalles ouverts de R. Cette branche des mathématiques s’appelle la topol




@ Toute boule ouverte est un ouvert.




@ Toute boule ouverte est un ouvert.

@ Le complémentaire de toute boule fermée est un ouvert.
En particulier, R? \ {A} est un ouvert pour tout A € R2.




@ Toute boule ouverte est un ouvert.

@ Le complémentaire de toute boule fermée est un ouvert.
En particulier, R? \ {A} est un ouvert pour tout A € R2.

© Tout produit de deux intervalles ouverts est un ouvert.

o= . o= : © r=min{p,p’}

@




Remaraques :

@ Soient C € R? et r > 0. La boule fermée B, = {M € R?, CM < r} n’est pas
un ouvert.




Remaraques :

@ Soient C € R? et r > 0. La boule fermée B, = {M € R?, CM < r} n’est pas
un ouvert.

@ 1l existe des parties ni ouvertes ni fermées comme A = [0, 1[x[0, 1].




Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

@ Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.




Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

@ Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.

© Une boule ouverte.
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Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

@ Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.
© Une boule ouverte.
© Une droite.
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Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

@ Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.

© Une boule ouverte.

@ Une droite.

@ L’ensemble {(z,y) € R, |z| <1 et |y| <1}
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Les parties suivantes de R? sont-elles ouvertes ?

@ Le demi-plan {(z,y) € R?, y > 0}.

© Une boule ouverte.

@ Une droite.

@ L’ensemble {(z,y) € R, |z| <1 et |y| <1}
Q 7°.
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Figure 36 — Cas général d’une fonction définie sur RP a valeurs dans R™.




Soient  un ouvert de R?, f: Q +— R, My (z¢,y,) € Qet £ € R.

On dit que f admet une limite £ en M si :

e VeeRL, JaeRY, V(z,y) €Q, [(z,y) — (xo, 90)l <o = [f(z,y) — €] <e.




Soient  un ouvert de R?, f: Q +— R, My (z¢,y,) € Qet £ € R.

On dit que f admet une limite £ en M si :

e VeeRL, JaeRY, V(z,y) €Q, [(z,y) — (xo, 90)l <o = [f(z,y) — €] <e.
o VeeR,, JaeR, YMeQ, MM <a = [f(M)—/{| <e.




Soient  un ouvert de R?, f: Q +— R, My (z¢,y,) € Qet £ € R.

On dit que f admet une limite £ en M si :

e VeeRL, JaeRY, V(z,y) €Q, [(z,y) — (xo, 90)l <o = [f(z,y) — €] <e.
o VeeR,, JaeR, YMeQ, MM <a = [f(M)—/{| <e.
o ¥V, € VR(), AVy, € Vgz(My), YM € QN Vy,, f(M) € V,.




Soient  un ouvert de R?, f: Q +— R, My (z¢,y,) € Qet £ € R.
On dit que f admet une limite £ en M si :
e VeeRL, JaeRY, V(z,y) €Q, [(z,y) — (xo, 90)l <o = [f(z,y) — €] <e.

o VeeR,, JaeR, YMeQ, MM <a = [f(M)—/{| <e.
o V'V, € VR(f), IVy, € Vg2(My), YM € QN Vy,, f(M) €V,

On note alors Iv[lim fM)=¢ ou lim fz,y) = L.

—M, (z,y)=(20,Y0)




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont

conserveés :

m unicité de la limite,




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont

conserveés :

m unicité de la limite,

m caractére localement borné,




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont
conserveés :

m unicité de la limite,
m caractére localement borné,

m opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une
fonction de R dans R),




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont
conserveés :

m unicité de la limite,
m caractére localement borné,

m opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une
fonction de R dans R),

m compatibilité/ou pas avec les inégalités larges/strictes,




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont
conserveés :

m unicité de la limite,
m caractére localement borné,

m opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une
fonction de R dans R),

m compatibilité/ou pas avec les inégalités larges/strictes,

m théoreme d’encadrement, ...




La plupart des résultats qu’on a démontrés pour les fonctions de R dans R sont
conserveés :

m unicité de la limite,
m caractére localement borné,

m opérations (combinaison linéaire, produit, inverse, composition avec une
fonction de R dans R),

m compatibilité/ou pas avec les inégalités larges/strictes,

m théoreme d’encadrement, ...

Remaraue : On aurait pu définir aussi des limites de valeurs +o0o ou —oo, mais
nous n’en aurons pas dans ce chapitre.




Faire tendre M = (x;y) vers A = (z,;y,) ne revient pas a
faire tendre x vers x, puis y vers y, ou le contraire.

Le point M peut se rapprocher de A de bien des maniéres, il
n’est pas obligé d’y aller en ligne droite selon i ou j et c’est
bien la le probleme!

)

(z59) = (203 90)
Yy=1vo

Figure 37 — Différentes maniéres de tendre vers un point dans R?.




Exemple & :

Considérons la fonction définie par

f: RZ\{(0;0)} — R

(z:y) _2ay
Il est clair que :
e lim lim =1lim0=0

z—0 y—0 2 -+ y2 z—0

-
o
T
2
B Ean

Mais nous allons voir que f N’a PAS de limite en (0;0). Cela se visualise assez bien,
mais cela se montre aussi assez bien en coordonnées polaires (r;6).




Exemple & :

Considérons la fonction définie par

f: RZ\{(0;0)} — R

2zy
. N
(z;y) 22 142
Il est clair que :
2
o limlim — 2 = lim0 =0 .

z—=0y—0 T2 + y2 z—0 A
et

Mais nous allons voir que f N’a PAS de limite en (0;0). Cela se visualise assez bien,
mais cela se montre aussi assez bien en coordonnées polaires (r;6).




Exemple & :

Considérons la fonction définie par

f: RZ\{(0;0)} — R

2zy
: ~
(z;y) 22 142
Il est clair que :
e lim lim =lim0=0 ~
10 y—0 T2 + y2 z—0 IS "4
et '
e lim lim = lim 0 = 0.

y—0a—0 12 + Y2 y-0 o o )
lons voir que f N’a PAS de limite en (0;0). Cela se visualise assez bien,

Mais nous al
mais cela se montre aussi assez bien en coordonnées polaires (r;6).




Exemple & :

On sait que tout point M (z;y) de R? peut étre écrit sous la forme (rcos@;7sin6) pour
un certain (r;60) € R, x R dit couple de coordonnées polaires de M.

Pour tout (z;y) € R\ {(0;0)} de coordonnées polaires (r;6), on a :

. 2xy  2rcos(f) x 2rsin(0)
f(m7y)_w2+y2_ 7'2

= sin(260), donc f ne dépend que de la variable 6




Exemple & :

On sait que tout point M (z;y) de R? peut étre écrit sous la forme (rcos@;7sin6) pour
un certain (r;60) € R, x R dit couple de coordonnées polaires de M.

Pour tout (z;y) € R\ {(0;0)} de coordonnées polaires (r;6), on a :

. 2xy  2rcos(f) x 2rsin(0)
f(m7y)_w2+y2_ 7'2

= sin(260), donc f ne dépend que de la variable 6

Par conséquent, si (z;y) tend vers (0;0) en maintenant constant I’angle 6, (z;y) tend
vers le réel sin(26) pour ce 6 fixé.

On obtient ainsi des limites différentes selon la manieére dont on fait tendre (z;y) vers
(0;0), donc f ne peut avoir de limite en (0;0).




Soit f: R2\ {(0,0)} — R la fonction définie par

m2312

o) = Err =

Montrer que lintl) lil‘I(lJ flz,y)

= lim lim f(z,y) =0 et que
z—0 y—! z—0

y—0
pas.

lim x,1y) n’existe
(2,y)—(0,0) f@y)




Soient 2 un ouvert de R?, f: Q +— R, My(zg,vy) € Q et £ € R.

lim  f(z,y) =¢ < Pour toute suite (z,,),cn €t (¥, )nen cOnvergeant
(2,9)=(20,Y0)

respectivement vers z, et vy, nlffoo fz,,y,) =L




Soient 2 un ouvert de R?, f: Q +— R, My(zg,vy) € Q et £ € R.

lim  f(z,y) =¢ < Pour toute suite (z,,),cn €t (Y, )nen cOnvergeant
(z,y)—=(z0,¥0)

respectivement vers z, et vy, ngrfw f@,,y,) =L

Comme dans le cas des fonctions & une variable, on se sert surtout de la
contraposée de la premiére implication i.e. si on peut trouver deux couples de
suites (z,,,v,) et (z,,y,) ayant les méme limites mais pour lesquelles

lim f(z,,y,) # lim f(z,,y,) alors f ne peut avoir de limite au point
n—+oo n—-+0oo

considéré ou encore moins étre continue (confer paragraphe (2) ).




Exemple 7 :

Reprenons la fonction f: R\ {(0;0)} — R

2zy
(z5y) o
11
e lim f<7;7>:1. e lim
n—+o00 n n n—+oo

Ici aussi, la fonction f ne peut avoir de limite en (0,0).

de 1" exemple (6) .

f<%;0) 041,




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.

On dit que f est continue en My(zg,yy) € 2 si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

(]

o VeeR:, JaeRy, V(z,y) €D |(z,9) — (20, 90)| <a = [f(M) — f(M)| <e.




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.

On dit que f est continue en My(zg,yy) € 2 si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

(]

o VeeR:, JaeRy, V(z,y) €D |(z,9) — (20, 90)| <a = [f(M) — f(M)| <e.
e VeeRY, JaeRi, VMeQ, MM <a = [f(M)— f(My)| <e.




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.

On dit que f est continue en My(zg,y,) € Q si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

0
e Vee R, JaeRy, V(z,y) €Q, (z,y) — (0, 40)| <a = [f(M) = f(Mg)] <e.
e VeeRY, JaeRi, VMeQ, MM <a = [f(M)— f(My)| <e.
° VVf(MO) S VIR(f(MO))7 HUV € V[RZ(M()), VM e QOUV, f(M) € Vf(Mo)




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.

On dit que f est continue en My(zg,y,) € Q si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

(]

e Vee R, JaeRy, V(z,y) €Q, (z,y) — (0, 40)| <a = [f(M) = f(Mg)] <e.
e VeeRY, JaeRi, VMeQ, MM <a = [f(M)— f(My)| <e.
o VVf(MO) € VIR(f(MO))7 HUV € V[RZ(M()), VM e QOUV, f(M) € Vf(Mo)

On dit que f est continue sur €2 lorsqu’elle est continue en tout point de €.

On note C°(£2, R) leur ensemble.




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.

On dit que f est continue en My(zg,y,) € Q si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

(]

e Vee R, JaeRy, V(z,y) €Q, (z,y) — (0, 40)| <a = [f(M) = f(Mg)] <e.
e VeeRY, JaeRi, VMeQ, MM <a = [f(M)— f(My)| <e.
o VVf(MO) € VIR(f(MO))7 HUV € V[RZ(M()), VM e QOUV, f(M) € Vf(Mo)

On dit que f est continue sur €2 lorsqu’elle est continue en tout point de €.

On note C°(£2, R) leur ensemble.

On notera aussi, suivant le point de vue, lim  f(z,y) = f(zq,Y0)-
(@)= (20,y0)




Soit  un ouvert de R? et f: Q+— R.
On dit que f est continue en My(zg,y,) € Q si Mhnl\}I fM) = f(M,) i.e. si:
—

(]

e Vee R, JaeRy, V(z,y) €Q, (z,y) — (0, 40)| <a = [f(M) = f(Mg)] <e.
e VeeRY, JaeRi, VMeQ, MM <a = [f(M)— f(My)| <e.
. VVf(MO) € VR(f(MO)), iUy € V[Rz(MO), VM e QN Uy, fM) € Vf(MO)'

On dit que f est continue sur €2 lorsqu’elle est continue en tout point de €.

On note C°(£2, R) leur ensemble.

On notera aussi, suivant le point de vue, lim  f(z,y) = f(zq,Y0)-
(@)= (20,y0)

En particulier, si ¢ : R — R est une fonction continue sur un ouvert contena
f(2) alors ¢ o f est continue sur Q.




ATTENTION

Ici aussi, pour montrer qu’'une fonction de deux variables

(z;y) — f(x;y) est continue en A (zq;y,), il ne suffit pas
de montrer que les fonctions d’UNE variable z +— f(z;y,)
et y — f(zy;y) sont continues respectivement en x, et y,.




Ici aussi, pour montrer qu’'une fonction de deux variables

(z;y) — f(x;y) est continue en A (zq;y,), il ne suffit pas
de montrer que les fonctions d’UNE variable z +— f(z;y,)
et y — f(zy;y) sont continues respectivement en x, et y,.

De nouveau, (x;y) peut s’approcher de A de bien des
manieres, il n’est pas obligé de le faire « a x fixé » ou « a y

ATTENTION fixé »




ATTENTION

Ici aussi, pour montrer qu’'une fonction de deux variables

(z;y) — f(x;y) est continue en A (zq;y,), il ne suffit pas
de montrer que les fonctions d’UNE variable z +— f(z;y,)
et y — f(zy;y) sont continues respectivement en z; et y,.

De nouveau, (x;y) peut s’approcher de A de bien des
manieres, il n’est pas obligé de le faire « a x fixé » ou « a y
fixé ».

2zy
z2 +y?
pas prolongeable par continuité en (0;0), alors que fonctions
z+— f(2;0) et y+— f(0;y), identiquement nulles, le sont en 0.

La fonction (z;y) de I’ exemple (6) précédent n’est




Exemples 9 :

m | Les fonctions (z;y) — = et (z;y) — y sont continues sur R2. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux
variables est continue sur R2.




Exemples 9 :

m | Les fonctions (z;y) — = et (z;y) — y sont continues sur R2. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux
variables est continue sur R2.

m | La norme 4 +— || est continue sur R2.




Exemples 9 :

m | Les fonctions (z;y) — = et (x;y) — y sont continues sur R?. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux
variables est continue sur R2.

m | La norme 4 +— || est continue sur R2.

m Soient I et J deux intervalles, ¢ € CO(I,R) et ¥ € C(J,R).

Les fonctions (z;y) > p(x) + ¥(y) et (x;y) — ¢(z)¥(y) sont continues sur I x J.

a1 oy vy 621 WSS



En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m [+ g est continue en (z,y,)




En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m [+ g est continue en (z,y,)

m \f est continue en (z,y,)




En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m [+ g est continue en (z,y,)
m \f est continue en (z,y,)

m fg est continue en (zg,Y,)




En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m [+ g est continue en (z,y,)
m \f est continue en (z,y,)
m fg est continue en (zg,Y,)

m |f| est continue en (z, y,)




En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m [+ g est continue en (z,y,)

m \f est continue en (z,y,)

fg est continue en (z,y,)

|f| est continue en (z,y,)

Si g(zg,y0) # 0, alors g est continue en (zg, )




En résumant,

Soient © un ouvert de R? et A € R.

Si f et g sont continues en (z,y,), alors :

m f -+ g est continue en (z,y)

m \f est continue en (z,y,)

fg est continue en (z,y,)

|f| est continue en (z,y,)

Si g(zg,y0) # 0, alors S est continue en (zg, )
g

On retrouve que toute combinaison linéaire de fonctions continues est une
fonction continue.




Etudier la continuité fi(z,y) — sin(z + y)e*(“” %),




Etudier la continuité fi(z,y) — sin(z + y)e*(ﬁ*y?),




Si f est continue en (z,,y,) alors :

m f, i@+ f(,yo) est continue en z;




Si f est continue en (z,,y,) alors :

m f, i@+ f(,yo) est continue en z;

m fy, iy f(xg,") est continue en y,.




Si f est continue en (z,,y,) alors :

m f, i@+ f(,yo) est continue en z;

m fy, 2y f(2g,) est continue en y,.

La réciproque est fausse!

11 suffit de considérer encore la fonction

Ty s R
fi(z,y) — R de 1" exemple (6) qui n’est pas
continue en (0,0) alors que ses deux applications partielles

z+— f(z,0) et y — f(0,y), toutes deux identiquement
nulles, le sont.




0 Approche graphique

Q Rudiments de topologie dans R?
0 Continuité

e Différentiabilité de R? dans R
@ Dérivées partielles
@ Fonctions de classe C!

@ Développement limité a 'ordre 1
Q Gradient
0 Dérivées partielles et composées

o Extrema




Soient  un ouvert de R?, f : Q — R une fonction, A(xq,y,) € Q et (h, k) € R2.

On dit que f est dérivable en A dans la direction ¥ si la limite

lim J(A +10) — f(A) — lim f(@g +th,yo +tk) — f(2o,Y0)
t—0 t t—0 t

existe et est finie.

Le cas échéant, on appelle dérivée de f en A dans la direction ¥ ce réel noté
Dy f(A).

Dire que f est dérivable en A dans la direction ¥ revient & dire que la fonction
F:t+— f(A+ ) est dérivable en 0 et on a alors :

D, f(A) = lim ZATO = A _ gy

t—0 t o




/

Figure 38 — Droite de R? passant par A et de vecteur directeur ¥. On parle de droite affine.




Remarques :

m Si ¥ =0, la fonction t — f(A + t0) = f(A) est deﬁme et constante sur R
tout entier, donc dérivable en 0 avec D f(A) =




Remarques :

m Si ¥ =0, la fonction t — f(A + t0) = f(A) est définie et constante sur R
tout entier, donc dérivable en 0 avec Dgf(A) = 0.

m Pour ¢ non nul, la définition précédente n’a de sens que parce que la
fonction ¢t > f(A + t¥U) est définie au voisinage de 0. Cela découle du
caractére ouvert de 2, qui contient B(A,r) pour un certain r > 0.




Remarques :

m Si ¥ =0, la fonction t — f(A + t0) = f(A) est définie et constante sur R
tout entier, donc dérivable en 0 avec Dgf(A) = 0.

m Pour ¢ non nul, la définition précédente n’a de sens que parce que la
fonction ¢t > f(A + t¥U) est définie au voisinage de 0. Cela découle du
caractere ouvert de Q qui contient B(A,r) pour un certain r > 0.

Posons en effet o = Pour tout ¢t € |—a;al, on :

|I I
d(A, A +17) = |t3] = [t| x |3] < a|5] = = A +t5 € B(A,r) C Q.

La fonction ¢t > f(A + t¥) est ainsi définie sur |—a;af.




Que représente géométriquement la dérivée de f en A dans la direction 9?7

@ Considérez dans R® le graphe §
de f:

/

s={(@y;2) €R/ (@) € Qet 2= f(39) }




© Coupez-le sans ménagement par le plan « vertical » P, ; passant par A
dirigé par les deux vecteurs orthogonaux o et k.
En toute rigueur, ¥ appartient & R?, mais nous avons identifié R? au plan
d’équation z = 0 de R3.
L’intersection § N P, ; est une courbe € du plan 7 ;.

F

Figure 39 — Dérivée d’une fonction suivant une direction.




© Oubliez désormais le reste de
I’espace et concentrez-vous sur
PasetC.
Munissez P, ; du repere (A, v, k).
La courbe € n’est alors rien de
plus que le graphe de la fonction
t— f(A + V) et, 8’1l existe,
D;f(A) est son nombre dérivé en
0 dans la base (7, k) i.e. la pente
de sa tangente en 0.
Notez bien ici que 9 n’est pas
forcément unitaire, il faut en tenir
compte quand on se représente la
pente.

2=0




La définition suivante n’est qu’un cas particulier de la précédente.

Soient € un ouvert de R?, f: Q — R une fonction et A(z,y,) € .

m S'il existe, le réel D;f(A) est appelé dérivé partiel par rapport a x de f en
A(zg, Yo)-
On le note %(mo,yo) ou, plus simplement, 9, f(A).




La définition suivante n’est qu’un cas particulier de la précédente.

Soient € un ouvert de R?, f: Q — R une fonction et A(z,y,) € .

m S'il existe, le réel D;f(A) est appelé dérivé partiel par rapport a x de f en
A(zg, Yo)-
On le note %(mo,yo) ou, plus simplement, 9, f(A).

m S’il existe, le réel D Jvf (A) est appelé dérivé partiel par rapport & y de f en

A(g,Yo)-

On le note g—?]; (79,Yo) ou, plus simplement, 9, f(A).




Une fonction f d’une seule variable posséde une seule dérivée ' quand elle est

dérivable. Il arrive qu’on note d—f cette dérivée.
x




Une fonction f d’une seule variable posséde une seule dérivée ' quand elle est

dérivable. Il arrive qu’on note d—f cette dérivée.
x

df

Pour une fonction d’une seule variable, la notation I
T

g’écrit avec des « d »droits. Pour une fonction de deux

variables, les notations —— et —= s’écrivent au contraire

7 oz dy
avec des « d »ronds. C’est comme ¢a ...

0
Par ailleurs, quand on évalue 2] en (z;y), le résultat se

of (z;9)
ox

of
note . (z;y) et non
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Figure 40 — D




Le calcul concret des dérivées partielles est tres facile.

En effet, avec des notations évidentes :

D:f(A) = lim JOA+8) = f(A) _ . f(@o+t590) = F(@o30)
t—0 t t—0 t
i - 5 a ,
- zlg]a[clo fe Zlogz _ j:iwo L = %(%;yo) = fyo (zg).

0
Calculer 8_9{(A) revient & fixer y & la valeur y, dans f(x;y) et & dériver par

rapport & x au sens usuel.




IV. Différentiabilité de R? dans R

1. Dérivées partielles

Le calcul concret des dérivées partielles est tres facile.
En effet, avec des notations évidentes :

D:f(A) = lim FA+1t) — f(A) :limf(w0+t;y0)—f(x0;y0)
v t—0 t t—0 t
5 s 0 ,
= Ilgrllo fu yO) :J:(()IO o) = &f(%gyo) = fyo (20)-

0
Calculer 6—f(A) revient & fixer y & la valeur y, dans f(x;y) et & dériver par
x

rapport a x au sens usuel.

0
Pour la méme raison, on obtient a—f en dérivant f(x;y) par rapport & y & x fixé
Y

en x :
D]xf(A) — lim f(A+tj)—f(A) :limf(x();yo"’t)—f(flfo;yo)
t—0 t t—0 t
o T, - Ty, a ’ 0
= lim G y)if( 0:%0) = a*f(xmyo) = fz(,(yo)' i
Y—Yo Y—1Yo Y T &Y

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 34 68 /125



Exemple (O :

La fonction (z;y) — e posseéde des dérivées partielles sur R? et,
of

Vv (z;y) € R?, %(I;y):y%my2 et %(x;y):2r961y2~




Exemple (O :

La fonction (z;y) — oy’ posseéde des dérivées partielles sur R? et,
of of

vV (z;y) € R?, %(:r;y):yze’”y2 et %(x;y):2ry61y2~

L’existence des deux dérivées partielles de f n’entraine pas la
continuité de f.

ATTENTION Considérer encore la fonction de I’ exemple (6) :
2xy
, 0,0
fap{PZeg O E Gt
0 si (z,y) = (0,0)




Combinaison linéaire, produit, inverse : Soient £ un ouvert de R? et
f:Q+—=Ret g: Q+— R deux fonctions.
Si f et g possedent des dérivées partielles sur €2, il en est de
méme de toute combinaison linéaire de f et g et du produit fg,

1
mais aussi de l'inverse — si f ne s’annule pas.

En outre, pour tous k € {z,y} et A € R,

1 o, f
OFOF +9) = NS + 043, Ou(fa) = g0 + S et 0, () ==K
Composition : Soient © un ouvert de R?, I un intervalle, f: QI et
¢ : I+ R deux fonctions avec f(Q2) C L.
Si f possede des dérivées partielles sur € et si ¢ est dérivable sur
I, alors ¢ o f posséde des dérivées partielles sur 2 et, pour tout

ke {z,y}:

mwoﬁzauxwwfl

TSl (2 oy e B SV



Soit f: (z,y) — x? sin(zy).

@ Déterminer g et g

oxr Oy




Soit f: (z,y) — x? sin(zy).

@ Déterminer g et g

oxr Oy
f _00f & _0d0f

@ On note 6y8w_8_y%e &an—%a—y.
Déterminer Of et Of Un commentaire ?
Oydxr — Oxdy’ ’

Chapitre 34

71/125



Soit Q un ouvert de R? et f: Q +— R.

On dit que f est de classe C! si ses dérivées partielles existent et sont continues
sur €.

On note C1(2, R) leur ensemble.




Pour qu’une fonction f, & deux variables, soit de classe €' sur un ouvert €, il
suffira donc :

@ de montrer ou vérifier que Q est bien un ouvert de R?.




Pour qu’une fonction f, & deux variables, soit de classe €' sur un ouvert €, il
suffira donc :

@ de montrer ou vérifier que Q est bien un ouvert de R?.

© montrer que, a y fixé, la fonction (& une variable) x +— f(x;y) est dérivable
sur un ouvert I, tel que I, x {y} C Q.
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Pour qu’une fonction f, & deux variables, soit de classe €' sur un ouvert €, il
suffira donc :

@ de montrer ou vérifier que Q est bien un ouvert de R?.

© montrer que, a y fixé, la fonction (& une variable) x +— f(x;y) est dérivable
sur un ouvert I, tel que I, x {y} C Q.

© montrer que, a x fixé, la fonction (& une variable) y — f(z;y) est dérivable
sur un ouvert I, tel que {z} x I, C Q.
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Pour qu’une fonction f, & deux variables, soit de classe €' sur un ouvert €, il
suffira donc :

@ de montrer ou vérifier que Q est bien un ouvert de R?.

© montrer que, a y fixé, la fonction (& une variable) x +— f(x;y) est dérivable
sur un ouvert I, tel que I, x {y} C Q.
© montrer que, a x fixé, la fonction (& une variable) y — f(z;y) est dérivable
sur un ouvert I, tel que {z} x I, C Q.
. 5 . af of
@ les fonctions (& deux variables) (z;y) e (z;y) et (x;y) — % (z;v)

sont continues sur 2.
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Exemples 12 :

m | Les fonctions (z;y) — = et (z;y) — y sont de classe €' sur R2. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux
variables est de classe €' sur R2.




Exemples 12 :

m | Les fonctions (z;y) — x et (z;y) — y sont de classe €' sur R?. I

A fortiori, par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynomiale de deux
variables est de classe €' sur R2.

m | La norme % — || est €' sur R? \ {(3}! I




m Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe €' est de
classe CL.




m Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe €' est de
classe CL.

m L’inverse d’une fonction de classe €' qui ne s’annule pas aussi.




m Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe €' est de
classe CL.

m L’inverse d’une fonction de classe €' qui ne s’annule pas aussi.

m Enfin, pour tout ouvert Q de R? et tout intervalle I, la composée ¢ o f d’une
fonction f € CY(Q,R) avec f(2) C R et d’une fonction ¢ € C*(I,R) est une
fonction de classe €' sur Q.




m Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions de classe C' est de
classe C'.

m L’inverse d’une fonction de classe €' qui ne s’annule pas aussi.

m Enfin, pour tout ouvert Q de R? et tout intervalle I, la composée ¢ o f d’une
fonction f € CY(Q,R) avec f(2) C R et d’une fonction ¢ € C*(I,R) est une
fonction de classe €' sur Q.

Remarque : Il peut sembler curieux qu’on dispose d’une notion de continuité
et d’une notion de classe €', mais pas d’une notion intermédiaire de
dérivabilité. Le chainon manquant s’appelle la différentiabilité et ne figure pas
au programme de PTSI.




Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C! sur leur ensemble de
définition, et calculer leurs dérivées partielles :

. zyln (22 +y%) i (z5y) # (05 )Sur
0(,y)'—>{ 0 s (z.1) = (0.0) R2.

TSl (2 oy vy 621 SV



Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C! sur leur ensemble de
définition, et calculer leurs dérivées partielles :

. zyln (22 +y%) i (z5y) # (05 )Sur >
0(,y)'—>{ 0 s (z.1) = (0.0) R2.

22— ) _
Q (x;y)l—>{ ( wz—ily)z o (5) # (050) sur R
0 si (z;y) = (0;0)

o it 1
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Soient © un ouvert de R? et f: Q — R une fonction de classe C!.

La fonction fadmet en tout point (z,y,) de © un développement limité

d’ordre 1 donné par :

aof aof
f(@o+hy, yot+ho) = f(20,Yo)+hy %(%a yo)‘f‘hz%(wo» y0)+(h1;h2())—>(0,0)(

||(h1§h2)||)~




Remaraques :

m A rapprocher du DL, d’une fonction réelle

Flao + 1) = f(zo) + S (zg) + o (h).




Remaraques :

m A rapprocher du DL, d’une fonction réelle

Flao + 1) = f(zo) + S (zg) + o (h).

m La condition (zy + hy,yy + hy) € Q est vérifiée dés que [(hy ; hy)| car Q est
ouvert.




Remaraques :

m A rapprocher du DL, d’une fonction réelle

Flao + 1) = f(zo) + S (zg) + o (h).

m La condition (zy + hy,yy + hy) € Q est vérifiée dés que [(hy ; hy)| car Q est
ouvert.

L] i ()) o 0)(|| (hy;hy)|) désigne une fonction négligeable devant ||(hy ;hsy)|
1;2)—(0,
i.e. qui peut s’écrire sous la forme | (hy ;hy)|le (hy ;hy) avec

lim e(hy;hy) =0.
(hyiha)—(0,0) (hasho)




Remaraues :
m A rapprocher du DL, d’une fonction réelle
flag+ 1) = Flzg) + hSL (zg) + o ()
e BE dz 0 T RS0

m La condition (zy + hy,yy + hy) € Q est vérifiée dés que [(hy ; hy)| car Q est
ouvert.

L] o (I (hy 5 hy)|) désigne une fonction négligeable devant [(hy ;hy)||
(h13h2)—(0,0)

i.e. qui peut s’écrire sous la forme | (hy ;hy)|le (hy ;hy) avec

lim e(hy;hy) =0.
(hyiha)—(0,0) (hasho)

m On remarquera que I'application
L: R? — R?

of of
(hishy) hl%(%v%)‘*‘%a—y(mmyo)

est linéaire. On 'appellera la différentielle de fen A (zg;yg). @




m En posant (z;y) = (2o + hy,yo + hy) alors (hy ;hy) = (z — 20,y — yo) et la
formule de Taylor-Young s’écrit :

f(z,y) = f(20,90) + (x — mo)gf(%ayo) +(y— yo) (%ayo)
(”( mo»y—yo)”)-

(hy3hy) ﬁ(0 0)




m En posant (z;y) = (2o + hy,yo + hy) alors (hy ;hy) = (z — 20,y — yo) et la
formule de Taylor-Young s’écrit :

1o}
f(z,y) = f(20,90) + (x — xo)g_i(%ayo) +(y— yo)a_';(%ayo)

[¢) T — Xy, Y — .
(hl;hz)ﬂ(0,0)(”( 0 Y Z/o)”)

m La formule de Taylor-Young montre que pour ||(z — zy,y — )| assez petit,
Paccroissement f(z,y) — f(zq,y,) peut-étre approché « au premier ordre »
par 'expression linéaire :

of of
(z— xo)%(wo,yo) +(y— yo)%(mo,yo)'
On écrit :

$1,3) = Fz0y0) = (& = 20) 52 o5 ) + (4= 1) 3 (505 )

au voisinage de (4, q)- @




Soient 2 un ouvert de R2.

Toute fonction de classe €' sur Q y est continue.




Soit f : (z,y) — 2% +y + zy.

@ Calculer f(xy + hy,yy + hy).




Soit f : (z,y) — 2% +y + zy.

@ Calculer f(xy + hy,yy + hy).
© Reconnaitre les différents termes du DLy de fen (z4,9,)-




o Approche graphique

e Rudiments de topologie dans R?
Q Continuité

@ Différentiabilité de R? dans R
o Gradient

@ Vecteur gradient

@ Plan tangent
Q Dérivées partielles et composées

0 Extrema




Reprenons le développement de Taylor-Young du théoréme (7) :

0 0
f(zothy, yothy) = f(xg, yo)""h%(%a Yo) + hy 8_5(%’ Yo) + ( [(hy 5 o) )-

(hy h)
d
af(zo,yo) [hl)
d
a*f(%:yo) ha




Reprenons le développement de Taylor-Young du théoréme (7) :

0 0
f(zothy, yothy) = f(xg, yo)'”h%(%a Yo) + hy 8_5(%’ Yo) (IChy 5 h))-

d

a*ﬁ(ﬂ”o’yo) [hl)
d h
a*;:(%:yo) 2

Soient 2 un ouvert de R?, f: Q + R une fonction et A(zg,y,) € 2.

+ o
(hy3h3)—(0,0)

Si f posseéde des dérivées partielles en A, on appelle gradient de fen A le
vecteur de R2, noté gradf(A) ou V f(A), défini par :

0 0 = 0 0
T dw) = i = (L) o).

Vi = (




Reprenons le développement de Taylor-Young du théoréme (7) :

of of
f(@o+hy, yot+hy) = f(o, yO)"‘hl%(an Yo) + h2%(%’ Yo) +(h1;h2())—>(0,0)( [(hy 5 o) )-
af
ﬁ(ﬂfo’yo) (hl)
d h.
87{(%’2/0) 2

Soient 2 un ouvert de R?, f: Q + R une fonction et A(zg,y,) € 2.

Si f posseéde des dérivées partielles en A, on appelle gradient de fen A le
vecteur de R2, noté gradf(A) ou V f(A), défini par :

Viw = (Fwigdw) = T = (2 S @mw).

ox

Remaraues : V fse lit « nabla f» et c’est donc une application (vectoriell
certes!) de Q C R? dans R2.




Ecrit plus brievement, on a :

Soient © un ouvert de R?, f:Q + R une fonction de classe €' et a(zg,y,) € .
YV h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a) -h+ o(h) .
h—(0,0)




Ecrit plus brievement, on a :

Soient © un ouvert de R?, f:Q + R une fonction de classe €' et a(zg,y,) € .
YV h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a) -h+ o(h) .
h—(0,0)

Rapidement et avec quelques abus de notations, on retrouve :

aVO\f+9)=AV[f+Vg




Ecrit plus brievement, on a :

Soient © un ouvert de R?, f:Q + R une fonction de classe €' et a(zg,y,) € .
YV h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a) -h+ o(h) .
h—(0,0)

Rapidement et avec quelques abus de notations, on retrouve :

nV(\f4+9)=AVfi+Vg
nV(fxg)=gVf+ Vg




Ecrit plus brievement, on a :

Soient © un ouvert de R?, f:Q + R une fonction de classe €' et a(zg,y,) € .
YV h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a) -h+ o(h) .
h—(0,0)

Rapidement et avec quelques abus de notations, on retrouve :

nV(\f4+9)=AVfi+Vg
nV(fxg)=gVf+ Vg




Ecrit plus brievement, on a :

Soient © un ouvert de R?, f:Q + R une fonction de classe €' et a(zg,y,) € .
YV h(hy;hy) « assez petit », on a :

fla+h)=f(a)+V f(a) -h+ o(h) .
h—(0,0)

Rapidement et avec quelques abus de notations, on retrouve :

aVO\f+9)=AV[f+Vg

nV(fxg) =gV i+ Vg Ve P fX TS




Soient © un ouvert de R? et f: Q — R une fonction de classe C! et
Az, yy) € Q.

Pour tout vecteur @ = (u;,uy) non nul de R?, on a :

0 0
Dz f(0,%0) = U1£(T/o»yo) + “28—;;(9507 Yo)

= ﬁf(~%v?/0) U




Soient © un ouvert de R? et f: Q — R une fonction de classe C! et
Az, yy) € Q.

Pour tout vecteur @ = (u;,uy) non nul de R?, on a :

0 0
Dz f(0,%0) = U1£(T/07y0) + “28—;;(%7 Yo)

=ﬁf($0,y0) U

En particulier,

m Le développement de Taylor-Young peut donc aussi s’écrire :

f(@o + Ry yo + ha) = f(20,Y0) + On, iy f (@0, Y0) + (I Chy 3 hg) [)-

(hy hz —(0,0)




Soient © un ouvert de R? et f: Q — R une fonction de classe C! et
Az, yy) € Q.

Pour tout vecteur @ = (u;,uy) non nul de R?, on a :

0 0
Dz f(0,%0) = U1£(T/07yo) + “287];(%7 Yo)

=Vf(x0,y0) U

En particulier,

m Le développement de Taylor-Young peut donc aussi s’écrire :

f(@o + Ry yo + ha) = f(20,Y0) + On, iy f (@0, Y0) + (hy h2 .0, o)(" (hysho) |-

que 'on peut calculer facilement & partir des dérivées partielles ou du

m Le théoréme (9) garantit I'existence de dérivées dans toutes les directim
gradient.




Par définition, une fonction de deux variables est de classe €' quand elle
possede des dérivées continues dans les deux directions privilégiées i et j.




Par définition, une fonction de deux variables est de classe C! quand elle
posséde des dérivées continues dans les deux directions privilégiées 7 et J.

Remaraue : Si on pose 7 = (1,0) et j = (0,1), on retrouve :

of of of
0; f(wmyo) = 1gf(x07yo) + ngjf(%’y()) = (3_?(330»3/0)
9;f (9, 9o) = Oa(wwyo) + 1@(3307110) = 8_< 0:Y0)
%(ZD,yn)zajf(zn:yo) q[2928000033000000a3000 Q ‘;)e\", . Bff@m"y“}
4 a;f (@0 T
wy Lo A é.mn..goﬁf. P
k -
J
} }
(@oiv0iz0) ° 5;f(zHo;yo) uy
%(Eo:yo)

Figure 41 — Dérivée suivant un vecteur.




Pour une fonction f d’une seule variable, vous savez depuis longtemps que le

réel f’(a) est la pente de la tangente de fen a.




Pour une fonction f d’une seule variable, vous savez depuis longtemps que le
réel f’(a) est la pente de la tangente de fen a.

Pour vous le faire comprendre, on vous a sans doute dit que « quand on avance
de 1 vers la droite en abscisse, on monte de f’(a) en ordonnée sur la tangente ».




V. Gradient

1. Vecteur gradient

Pour une fonction f d’une seule variable, vous savez depuis longtemps que le
réel f’(a) est la pente de la tangente de f en a.

Pour vous le faire comprendre, on vous a sans doute dit que « quand on avance
de 1 vers la droite en abscisse, on monte de f’(a) en ordonnée sur la tangente ».

La situation est la méme pour une fonction f de deux variables. Au voisinage de
A(zg,yp), le graphe de f a D’allure de son plan tangent et Dy f(A) n’est jamais
que la pente de ce plan dans la direction .

Le théoreme (9) énonce que quand on avance de u; dans la direction ¢ et de u,

of (A) of

dans la direction j, on monte de u, Pz + uza—(A) dans la direction % sur le
x Y

plan tangent.

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 34 87 /125



e® —x — cos(y)

Soitf:(a:;y)l—){ @2 - g
1

si (z;y) #(0;0)
3 si (z;y) =(0;0)

Montrer que f admet des dérivées partielles en (0;0) puis déterminer V f(0;0).




Pour les fonctions de la variable réelle, si f : I — R est une fonction de classe
€' sur I, pour tout z, € I, la formule de Taylor-Young s’écrit :

f@) = f(zo) + [/ (o) (z — xo) +0(z — ) -

Lorsqu’on écrit f(x) ~ f(zq) + f'(xy)(x — x,) au voisinage de x,, on approche

ainsi localement la fonction f par la fonction affine

x> f(xg) + f(20)(z — 2¢)-
On va étendre cette idée aux fonctions de deux variables :




Pour les fonctions de la variable réelle, si f : I — R est une fonction de classe
€' sur I, pour tout z, € I, la formule de Taylor-Young s’écrit :

f(@) = f(zo) + [/ (o) (x — o) + 0 (z — ).
Lorsqu’on écrit f(x) ~ f(zq) + f'(xy)(x — x,) au voisinage de x,, on approche
ainsi localement la fonction f par la fonction affine

x> f(xg) + f(20)(z — 2¢)-
On va étendre cette idée aux fonctions de deux variables :

Figure 42 — Plan tangent & z = (@2 +y?) e M(zg,Yo)-




On munit Pespace R? d’un repére orthonormé (0;7;7; k).

Soient  un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe C' et
Az, yp) € Q.

Le plan tangent & la surface § d’équation z = f(z,y) au point M (z ;¥ ; 29) ou
zo = f(xy;yy) a pour équation :
0

%) . x—
A—Zg = ($_$0)8_£(x0:Z/o)"’(y—yo)a_';(mo’yo) = 2—2 =V f(20;¥) <y_yz) 0




2} 0
(—é(zo,yo), —a—i(zg,yo), 1) ): Vecteur normal au pla

tangent a la surface S au point Mo(zq

(1,0, %(zu, yo)>:

ecteur directeur de la
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Figure 43 — Plan tangent & une surface.




Remaraue : Résultat a rapprocher de I’équation de la tangente :

y= flzo) + (@~ 20) 3 (a0)-

Nous savons depuis longtemps qu’une courbe suffisamment réguliere ressemble
localement a une droite. Sans surprise, toute surface suffisamment réguliere
ressemble localement a un plan.




Remaraue : Résultat a rapprocher de I’équation de la tangente :

y= flzo) + (@~ 20) 3 (a0)-

Nous savons depuis longtemps qu’une courbe suffisamment réguliere ressemble
localement a une droite. Sans surprise, toute surface suffisamment réguliere
ressemble localement a un plan.

Pour une fonction ¢ d’une seule variable, I’équation de la tangente en a est
donnée par :

p(z) = pla) = (x —a)¢’(a).

La situation est finalement la méme pour les fonctions de deux variables.




Déterminer un développement limité a I’ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :

Q (z;y)r— 22 +y+axyen (0;0).




Déterminer un développement limité a I’ordre 1 ainsi qu'une équation de plan
tangent pour les fonctions suivantes :

Q (z;y)r— 22 +y+axyen (0;0).
© (z;y) — xye®@ en (0;0).




0 Approche graphique

Q Rudiments de topologie dans R?
0 Continuité

o Différentiabilité de R? dans R
o Gradient

o Dérivées partielles et composées
@ Notion d’arc
@ Regle de la chaine

@ Interprétation graphique du gradient

o Extrema




On appelle arc paramétré v une fonction de R (ou d’une partie de R) dans R?.

v: R — R?

On peut facilement se représenter un arc en cinématique : y(¢) représentant la
position d’un mobile au temps ¢ dans le plan R2.

UNY

Figure 44 — Trajectoire de v : t +— sur [0;27].




VI. Dérivées partielles et composées

1. Notion d’arc

Vz - 0 1 2 4 5 6, 7
= (o) -

t cos(t)
Figure 45 — Trajectoire de v: ¢t +— sur [0;27].
sin(3t)

La fonction v est de classe C! si, et seulement si x et y sont de classe C! et on
définit alors

VEeR, /()= (2'(),y (1)

Dans linterprétation cinématique, v’(t) représente la vitesse du mobile au
temps t ou plutot le vecteur vitesse instantané que ’on note habituellement
7(t) laissant (t) sans fleche pour rappeler leur vocation respective de vecte
vitesse et de vecteur position.
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Représenter Parc défini par v : ¢ > (cos(t), sin(t)).

Déterminer ~'.




On va composer un arc par une fonction de de}lx variables :
¥
R R? R

‘ - ), y()
T e R

cos(t)(1 + cos(t))
Figure 46 — Cardioide d’équation ~:t+— tracée sur la surface
sin(t)(1 + cos(t))

Fi(@iy) i (@+y)e @),




La fonction obtenue est une fonction réelle f o~ : R+ R. Est-elle dérivable ? Et

quelle est sa dérivée ?




La fonction obtenue est une fonction réelle f o~ : R+ R. Est-elle dérivable ? Et
quelle est sa dérivée ?

Soient I un intervalle de R et © un ouvert de R2.

On considere v : T+ R? et f: Q — R deux fonctions de classe € telles que
~v(I) C Q de sorte que f o~ soit bien définie.

Si 7 et fsont de classe €', respectivement sur I et 2 alors f o~ est de classe C*
sur [ et on a :

VEEL (for) ()= (8) Go(a(t)y(0) +4(1) Fo (B u)

=V f(v(t) -7 ).

T




Remaraques :

m Ecriture & rapprocher de (f o) = ¢'(t) x f'(¢(t)).




Remaraques :

m Ecriture & rapprocher de (f o) = ¢'(t) x f'(¢(t)).

m A la maniére des physiciens mais abusivement pour nous, on retient
souvent la régle de la chaine sous la forme :

df Ofdx Ofdy

dt  dxdt ' dydt




Remaraques :

m Ecriture & rapprocher de (f o) = ¢'(t) x f'(¢(t)).

m A la maniére des physiciens mais abusivement pour nous, on retient
souvent la régle de la chaine sous la forme :

df Ofdx Ofdy

dt  dxdt ' dydt

m La relation of of

(foy)'(t) =2'(¢) a(w(t%y(t)) +y'(t) @(w(t%y(t)) =D,/ f(7(t)) montre
que (f o)’ (t) est une dérivée directionnelle de f, en occurrence la dérivée

—_

de fen 7(t) dans la direction ~/(t).




Figure 47 — Cardioide tracée sur une surface.

m La figure (47) illustre le phénomeéne. Le mobile v évolue dans le plan R?,
mais on peut s’intéresser a sa projection verticale sur le graphe de f.




Figure 47 — Cardioide tracée sur une surface.
m La figure (47) illustre le phénomeéne. Le mobile v évolue dans le plan R?,
mais on peut s’intéresser & sa projection verticale sur le graphe de f.

Le résultat est un nouvel arc paramétré, a trois dimensions cette fois et
entierement contenu dans le graphe de f.




Figure 47 — Cardioide tracée sur une surface.
m La figure (47) illustre le phénomeéne. Le mobile v évolue dans le plan R?,
mais on peut s’intéresser & sa projection verticale sur le graphe de f.

Le résultat est un nouvel arc paramétré, a trois dimensions cette fois et
entierement contenu dans le graphe de f.

Sur la figure (47) , la pente de la droite en pointillé dans le repeére
(V(E), 7' (#], ) vaut & la fois (f o)’ (£) et Doy f(1(1))-




Soient D un ouvert de R? et ¢, : D — R deux fonctions de classe €' sur D.

Soient © un ouvert de R? et f: Q — R une fonction de classe €' sur .

SoitI': D — R telle que T'(D) C Q de sorte que fol
(u,v) = (P(u,v),¥(u,v))

soit bien définie.
Alors F = foT est de classe €' sur D et on a :

r f
F: R b—> R2 |———> R

(u,v) (p(u,v), ¥ (u,v)) f(qS(U, v), Y (u, 11))

OF of ¢ of o
%(U, v) = e (T(u,v)) %(U’ v) + By (L(u,v)) a(% v)
oF of 86 of 8
5y (W) = g2 (T(w,0) 7 -(u,0) + 3y ([, v)) 5 (w,v).




Remaraue : On peut & nouveau retenir simplement [ :
of _ofor ofoy
ou  dxdu Oyou

of _0for  0fdy

ov  dz Ov 8_y v
en travaillant & la physicienne, et en notant :

(,0) > (9(u,0), (. 0)) — f(B(,), Y(u,0))

T y

|1]. abusivement!




Soit f: R — R dérivable. Calculer les dérivées partielles de :

g(z,y) = flz+y),  hzy) =f2+9?),  kz,y) = fzy).




On se place dans un repeére <O : i ; f) orthonormé du plan.

Soient I un intervalle de R et © un ouvert de R2.

Soient v : I+ R? et f: Q > R deux fonctions de classe C! telles que v(I) C Q

de sorte que f o+ soit bien définie.

Si f o~ est une ligne de niveau alors la dérivée de v est orthogonale au gradient

de f en tout point de celle-ci :

Viel, f(y(t)) =k eR = V f(y(t)) -7/ (t) = 0.




Les lignes de niveau sont orthogonales au gradient.

7

7

25 -2
21.5470.50051152253 - !

z

Figure 48 — Lignes de niveau k de la surface z = xy.

La la ligne de niveau passant par le point My(zg,yy) a pour équation zy =k ot k = zyy,
En ce point M est dessiné un vecteur tangent ¥ et la tangente a la ligne de niveau.

Le vecteur gradient est orthogonal & la ligne de niveau en ce point.




Figure 49 — Graphe de f: (z;y) e’(°”2+y2)7 son champ de gradients et quelques lignes de
niveaux.




En physique, on retiendra que les équipotentielles sont orthogonales aux lignes
de champ.

Figure 50 —

On appelle ligne de champ, un arc paramétré qui est tangent en chacun de ses points au
gradient de f représenté ici en bleu.
Ici est représenté le Potentiel créé par un dipole électrostatique en un point de ’espace a\

que ses lignes de champ.




Soit © un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur €.

Soit (z4,yy) € A.

Parmi tous les arcs paramétrés v de classe € passant par (z, ), i.e.
(zg,Y0) = Y(tg), avec |7 (t)| = 1, la valeur de (f o)’ (t,) est :

m maximale lorsque 7' (t;) est colinéaire & V f(zy,y,) et de méme sens ;




Soit © un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur €.

Soit (z4,yy) € A.

Parmi tous les arcs paramétrés v de classe € passant par (z, ), i.e.
(zg,Y0) = Y(tg), avec |7 (t)| = 1, la valeur de (f o)’ (t,) est :

m maximale lorsque 7' (t;) est colinéaire & V f(zy,y,) et de méme sens ;

= minimale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(z,v,) et de sens contraire.




Soit © un ouvert de R? et f : Q — R une fonction de classe € sur €.

Soit (z4,yy) € A.

Parmi tous les arcs paramétrés v de classe C' passant par (zy, %), i-e-
(zg,Y0) = Y(tg), avec |7 ()| = 1, la valeur de (f o)’ (t,) est :

m maximale lorsque 7/ (f,) est colinéaire & V f(z,,y,) et de méme sens ;

= minimale lorsque 7/ (t,) est colinéaire & V f(z,v,) et de sens contraire.

Interprétation graphique : v f(zg,y,) représente donc la direction de la ligne de
plus grande pente sur la surface d’équation z = f(z,y), et il est orienté vers les
valeurs les plus élevées.




Autrement dit, si ’on veut passer le plus vite possible du niveau k au niveau
k' < k, a partir du point donné M (zy,y,) € € de niveau f(z,y) = k, alors il
faut démarrer en suivant la direction du gradient V f(z,y,)- 12)

Figure 51 — Lignes de niveau et champ de gradients de f: (z;y) ze =2 +y?),

|2]. Un skieur voulant aller vite choisit la plus forte pente descendante en un point de la
montagne, c’est la direction inverse du gradient.




o Approche graphique

g Rudiments de topologie dans R?
Q Continuité

@ Différentiabilité de R? dans R
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Q Dérivées partielles et composées
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Soient Q@ CR? et f: Q1+ R et My = (z¢,9,) un point de €.

m On dit que f présente un maximum global en (z, y,) lorsque

V(ac,y) € Q f(wvy) < f(x07y())‘




Soient Q@ CR? et f: Q1+ R et My = (z¢,9,) un point de €.

m On dit que f présente un maximum global en (z, y,) lorsque

V(.’E,y) € Q f(wvy) < f<w07y())‘

m On dit que f présente un minimum global en (z, y,) lorsque

V(z,y) €Q,  flx,y) = f(wg,Yo)-




Soient Q@ CR? et f: Q1+ R et My = (z¢,9,) un point de €.

m On dit que f présente un maximum global en (z, y,) lorsque
v (:c,y) € Q f(wvy) < f<w07y0)‘
m On dit que f présente un minimum global en (z, y,) lorsque

V(xay) €Q7 f(way) >f(x0,y0).

m On dit que f présente un maximum local en (z,y,) lorsqu’il existe o > 0
tel que

Viz,y) € |(x;9) — (2o;90) < = fz,y) < fzg,Y0)-




Soient Q@ CR? et f: Q1+ R et My = (z¢,9,) un point de €.

m On dit que f présente un maximum global en (z, y,) lorsque
V(z,y) €Q flz,y) < f(2o, %)

m On dit que f présente un minimum global en (z, y,) lorsque
Vi(z,y) €9 flz,y) > f(20,90)-

m On dit que f présente un maximum local en (z,y,) lorsqu’il existe o > 0
tel que

Viz,y) € |(x;9) — (2o;90) < = fz,y) < fzg,Y0)-

m On dit que f présente un minimum local en (z,,y,) lorsqu’il existe a > 0 tel
que

Viz,y) €Q |(z;9) — (20390 <a = f(z,y) > f(zg,Y0)-







Remaraues :
m Un extremum local est donc un extremum global sur un ouvert contenu
dans 2. Un extremum global est un extremum local. un extremum local

peut étre un extremum global.




Remaraues
m Un extremum local est donc un extremum global sur un ouvert contenu
dans 2. Un extremum global est un extremum local. un extremum local
peut étre un extremum global.
m Rien ne dit que les extrema locaux ou globaux sont uniques.

sin (\/ac2 + y2)
NZZE T

ainsi qu’une infinité de maxima locaux et de minima locaux.

Figure 53 — La fonction S: (z;y) — admet un maximum global unique




Déterminer les points critiques de f: R*> — R

(z,y) +— 222 +ay+y®>—3z+1.




Soient @ C R?, f: QR et A(zg,y,) € Q alors :

Si f présente un extremum local en A(z,y,), alors :

m Dapplication partielle f(-,y,) présente un extremum local en z




Soient @ C R?, f: QR et A(zg,y,) € Q alors :

Si f présente un extremum local en A(z,y,), alors :

m Dapplication partielle f(-,y,) présente un extremum local en z

m Dapplication partielle f(z,,-) présente un extremum local en y,

sin(z)

Figure 54 — L’application partielle S, _q : x +— admet des extrema en les abscisse!

ceux de S.




La réciproque est fausse comme le montre le

contre-exemple (13).

Soient f: R2? — R et A(0,0).

@y +— 2°-y
Alors fa,: R*  — R etfy,: R — R

2

(z,9) +— = (xy) —  —y?

m La fonction f, , admet un minimum local en 0.




contre-exemple (13).

La réciproque est fausse comme le montre le

Soient f: R2? — R et A(0,0).

@y +— ? =y’

Alors fa,: R*  — R etfy,: R — R

(zy) +— a? (xy) —  —y?

m La fonction f, , admet un minimum local en 0.

m La fonction f, , admet un maximum local en 0.




Soient f: R?> — R et A(0,0).

(zy) — z?—y?

Alors fo,: R*  — R etfy,: R* — R
(@y) r— 2? (@y) — =
m La fonction f, , admet un minimum local en 0.
m La fonction f, , admet un maximum local en 0.

Supposons alors, par exemple, que f admette un minimum local en (0,0) alors il existe
r >0 tel que :

Vay € B2, |(z.y)l <r = f(z,y) > £(0,0) avec £(0,0) = 0.




Soient f: R?> — R et A(0,0).

(zy) — z?—y?

Alors fo,: R*  — R etfy,: R* — R

(@y) r— 2? (@y) — =
m La fonction f, , admet un minimum local en 0.

m La fonction f, , admet un maximum local en 0.

Supposons alors, par exemple, que f admette un minimum local en (0,0) alors il existe
r >0 tel que :

Vay € R, [(@,y)l <r = f(x,y) > £(0,0) avec £(0,0) = 0.

2

Or, en prenant (z,y) = (0; g) alors |(z,y)| < % <ret f(z,y) = —% < 0 qui est une
contradiction.




Soient f: R?> — R et A(0,0).

(zy) — z?—y?

Alors fo,: R*  — R etfy,: R* — R

(z,y) +— z? (z,y) — —y?

m La fonction f, , admet un minimum local en 0.

m La fonction f, , admet un maximum local en 0.

Supposons alors, par exemple, que f admette un minimum local en (0,0) alors il existe
r >0 tel que :

Vay € R, [(@,y)l <r = f(x,y) > £(0,0) avec £(0,0) = 0.

2

Or, en prenant (z,y) = (0; g) alors |(z,y)| < % <ret f(z,y) = —% < 0 qui est une
contradiction.

Donc f n’admet pas d’extremum local en (0,0). On dit que A est un point col.




oo
oo
s

Figure 55 — La surface de la fonction (z;y) — 2 —y? présente un point col en (0, 0)




Soit f: (z,y) > (22 —y) (322 —y).

@ Prouver que pour tout A € R, I'application g, : © > f(x, Az) admet un
minimum local en 0.




Soit f: (z,y) > (22 —y) (322 —y).

@ Prouver que pour tout A € R, I'application g, : © > f(x, Az) admet un
minimum local en 0.

@ fadmet-elle un extremum local en (0,0)? On pourra étudier f(x, 222 — 23)




Soient  un ouvert de R? et f: Q2+ R une fonction de classe C* et (z,7,) un
point de ).

On dit que (zy,yy) est un point critique de f lorsque :

of

%(mo,ye) =0 .
af ~ Vf(%ayo) = (07 0)
%(%,yo) =0




Soient  un ouvert de R? et f: Q2+ R une fonction de classe C* et (z,7,) un
point de ).

On dit que (z,y,) est un point critique de f lorsque :

of

%(mo,ye) =0 .
af ~ Vf(%ayo) = (07 0)
%(wo»yo) =0

Remar@ue : En un point critique, le plan tangent & la surface est parallele a

z=0.




Soient  un ouvert de R? et f: Q2+ R une fonction de classe C* et (z,7,) un
point de ).

On dit que (z,y,) est un point critique de f lorsque :

g(mo Yo) =0
0w <= Vf(ﬁﬂo,yo) = (07 0)

0,
8_;;(%’%) =0

Remar@ue : En un point critique, le plan tangent & la surface est parallele a
z=0.

Soient  un ouvert de R? et f: Q > R une fonction de classe C*.

Si f présente en (x(,y,) € Q un extremum local alors (), y,) est un point
critique de f.




Remaraques :

m Attention aux hypothéses du théoréme : f est de classe C! et  est un
ouvert de R2.
A rapprocher du théoréme équivalent pour les fonctions réelles : si f:I—=R
présente un extremum en a, si f est dérivable en a et a n’est pas au bord de
I, alors f'(a) = 0.




VII. Extrema

R.emaraues :

m Attention aux hypotheses du théoréme : f est de classe C! et Q est un
ouvert de R2.

A rapprocher du théoréme équivalent pour les fonctions réelles : si f: I — R
présente un extremum en a, si f est dérivable en a et a n’est pas au bord de
I, alors f/(a) = 0.

m C’est une condition suffisante, mais non nécessaire comme pour les
fonctions réelles. f peut ne pas présenter d’extremum en un point critique :
Pensez au point-col de I’ exemple (14)!

Ce théoreme dit juste que les extrema seront nécessairement & chercher
parmi les points critiques de f.

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 34 121 /125



VII. Extrema

Remaraues :

m Attention aux hypotheses du théoréme : f est de classe C! et Q est un
ouvert de R2.

A rapprocher du théoréme équivalent pour les fonctions réelles : si f: I — R
présente un extremum en a, si f est dérivable en a et a n’est pas au bord de
I, alors f/(a) = 0.

m C’est une condition suffisante, mais non nécessaire comme pour les
fonctions réelles. f peut ne pas présenter d’extremum en un point critique :
Pensez au point-col de I’ exemple (14)!

Ce théoreme dit juste que les extrema seront nécessairement & chercher
parmi les points critiques de f.

m Si (24, 9,) est un point critique de f alors V f(zy, 1) = (0,0).

Donc pour tout vecteur u € R?, la dérivée de f suivant le vecteur @ est nulle.
En effet,

0 0
Dz f(z0,%0) = wy aff(%vyo) + U2EJ;(9307?JO) =0.

Par contraposition, si on trouve un vecteur u € R? tel que Dy f(zg, yy) #£
alors (z,y,) n’est pas un point critique de f, et donc f ne présente pas
d’extremum en (z, y,)-

PTSI (F. PUCCI) Chapitre 34 121 /125



Figure 56 — Minimum local non global Figure 57 — Point critique non extrémal




Exemple 4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.




Exemple 4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.

Cherchons un extremum de f. Comme f est de classe €' sur R? qui est un ouvert, si f
admet un extremum en M, le point My sera un point critique de f.




Exemple |4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.

Cherchons un extremum de f. Comme f est de classe €' sur R? qui est un ouvert, si f
admet un extremum en M), le point M, sera un point critique de f.
of
—(z,y) = 2z
5p &Y

% (z,y) = =2y

Or, V (z,y) € R?,




Exemple 4 :

On considére encore f : (z,y) — 22 — .

Cherchons un extremum de f. Comme f est de classe ¢! sur R? qui est un ouvert, si f
admet un extremum en M, le point My sera un point critique de f.

% (o) =20
Or, V (z,y) € R?, gcfr
Y
of
87("”7 y) -
(z,y) est un point critique de f < 6:;




Exemple 4 :

On considére encore f : (z,y) — 22 — y2.

(z,y) est un point critique de f < of

o {2_9”2;:00 o (z,9) = (0,0).

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un

extremum.




Exemple |4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.

of
B B =
(x,y) est un point critique de f <= 633”
5, @Y) =0
2ip =
{320 = @n-00,

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un
extremum.

Or,

mVzeR, f(x,0)=22>0=f(0,0). Donc, f ne présente pas de maximum en (0,0).




Exemple |4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.

of
B B =
(x,y) est un point critique de f <= 633”
5, @Y) =0
2ip =
{320 = @n-00,

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un
extremum.

Or,

mVzeR, f(x,0)=22>0=f(0,0). Donc, f ne présente pas de maximum en (0,0).
mVyeR, f(0,9)=—y?><0=f(0,0). Donc, f ne présente pas de minimum en (0,0).




Exemple 4 :

On considére encore f : (z,y) — 22 — y?.
(x,y) est un point critique de f < of

- {2_“32;00 = (z,9)=(0,0).

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un
extremum.
Or,

mVzeR, f(z,0)=222>0=f(0,0

). Donc, f ne présente pas de maximum en (0, 0).
mVyeR, f(0,y)=—y%<0=f(0,0). Donc, f ne présente pas de minimum en (0,0).

On a vu que (0,0) est un point col de f.




Exemple |4 :

On consideére encore f : (z,y) — 22 — 2.

of
(z,y) est un point critique de f < 8:;"

PN {i@;z‘)o = (@) = (0,0).

(0,0) est le seul point critique de f sur R? donc le seul candidat pour accueillir un
extremum.
Or,
mVzeR, f(x,0)=z>>0=f(0,0). Donc, fne présente pas de maximum en (0,0).
mVyeR, £(0,y)=—y><0=f(0,0). Donc, f ne présente pas de minimum en (0,0).
On a vu que (0,0) est un point col de f.

Finalement, f n’admet pas d’extremum local.




Soit f, une fonction de classe €' sur un ouvert €. L’étude des points extrémaux
est simple :

@ Vérifier si la réponse n’est pas évidente, par exemple f(x,y) = x2 + y2.




Soit f, une fonction de classe €' sur un ouvert €. L’étude des points extrémaux
est simple :

@ Vérifier si la réponse n’est pas évidente, par exemple f(x,y) = x2 + y2.

© Vérifier que f est de classe C' et calculer ses dérivées partielles.




Soit f, une fonction de classe €' sur un ouvert €. L’étude des points extrémaux
est simple :

@ Vérifier si la réponse n’est pas évidente, par exemple f(x,y) = x2 + y2.
© Vérifier que f est de classe C' et calculer ses dérivées partielles.

© Chercher les points critiques de f. Cela revient a résoudre deux équations &
deux inconnues, en général non linéaires.
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Soit f, une fonction de classe €' sur un ouvert €. L’étude des points extrémaux
est simple :

@ Vérifier si la réponse n’est pas évidente, par exemple f(x,y) = x2 + y2.
Vérifier que f est de classe C' et calculer ses dérivées partielles.

©

© Chercher les points critiques de f. Cela revient a résoudre deux équations &
deux inconnues, en général non linéaires.

Q

Pour chaque point critique (zg,y,), étudier le signe de f(z,y) — f (2, Yo)s
au voisinage de (zg,y,) pour savoir si c’est un extremum local, puis
globalement le cas échéant.

a2 oy T R YT



Soit f, une fonction de classe €' sur un ouvert €. L’étude des points extrémaux
est simple :

@ Vérifier si la réponse n’est pas évidente, par exemple f(x,y) = x2 + y2.
Vérifier que f est de classe C' et calculer ses dérivées partielles.

(2]

© Chercher les points critiques de f. Cela revient a résoudre deux équations &
deux inconnues, en général non linéaires.

Q

Pour chaque point critique (zg,y,), étudier le signe de f(z,y) — f (2, Yo)s
au voisinage de (zg,y,) pour savoir si c’est un extremum local, puis
globalement le cas échéant.

La derniére étape se fait manuellement, pensez aux identités remarquables!
L’année prochaine vous verrez de nouveaux outils pour systématiser cette étape.

a2 oy T R YT



Etudier les extrema des fonctions suivantes :

Q (z;y) — 22° — 6xy + 3y




Etudier les extrema des fonctions suivantes :

Q (z;y) — 22° — 6xy + 3y




Etudier les extrema des fonctions suivantes :

Q (z;y) — 22° — 6xy + 3y 9 (z;y)r— 22+ (z+y—1)% +42




Etudier les extrema des fonctions suivantes :

Q (z;y) — 22° — 6xy + 3y 9 (z;y)r— 22+ (z+y—1)% +42




	Approche graphique
	Graphe
	Lignes de niveau
	Applications partielles

	Rudiments de topologie dans  R2
	Boules
	Ouverts

	Continuité
	Limite
	Continuité

	Différentiabilité de R2 dans R
	Dérivées partielles
	Fonctions de classe C1
	Développement limité à l'ordre 1

	Gradient
	Vecteur gradient
	Plan tangent

	Dérivées partielles et composées
	Notion d'arc
	Règle de la chaîne
	Interprétation graphique du gradient

	Extrema



