Déterminants ()

Feuille d’exercices n°33

Determinants ()

Exercice 1 (Factorisation de polynémes) : Déterminer les cas d’annulation des déterminants sui-
vants, puis les calculer :
1 (1) a b c z
Il =g Z
1 3. |-
(1) n—w '
1 1 1
T Ay Gy a, at+r a+y a+z
a, T ay ... a, 1 1 1
4. .
2. |: an b+z b+y b4z
: a, 1 1 1
a; ay ... a, < ct+tx ct+y c+z
Correction :

3. 2(y—2)(x —y)...(a—0).
V(a,b,c)V(z,y, 2)
(a+x)...(c+2)

1. —z(1—2z)2—2x)...(n—1—1x).

2. (x—aq)...(x—ay)(x+a; +-+a,).

Exercice 2 (Calcul par dérivation) :

c(z) d(z)
a(xz) blx)| |alz) b'(x)
Montrer que f est dérivable et que : f'(z) = 4
(z) dz)| |e(x) d'(z)
2. Généraliser a un déterminant n x n.
1 Ccos T sinz
3. Application : Calculer [1 cos(z + ) sin(z + a)|.
1 cos(z+ ) sin(z+ B)

Correction : 3.sina —sin § — sin(a — ).
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Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

Exercice 3 : Donner une base du sous-espace vectoriel de R défini par :

$2+l‘3—2$4+2$5:0

{ $1+2x2—$3+3$4+$5:0

—2 | =2+ 2(—7) = —12 # 0 et le systéeme est de CRAMER en x;, z, et z,.

2 1 0
On note aussi que le systéme est homogene de rang 3 et donc que I'ensemble des solutions F est un

sous-espace vectoriel de R® de dimension 5 — 3 = 2.

Correction :

Ty = —2x) + 513 + 4]

1
Ty + T3 — 2z, + 225 =0 Ty — 2Ty = —Tg — 224 <4 x4y = =((—2z + 5z5 + 4x5) + 5 + 225)

21’1“‘:32_51;3_41'5:0 2

:IJ1—|—2:L‘2—{E3+31:4+$5:0 l‘1+2$2+33}4:l‘3—l‘5
<~
21y + 9 = 513 + 4w Ty + 229 + 314 = T4 — T

Ty = —21 + 513 + 4T

= x4 =—x1 +3x3+3x5

P { 1»'1 = 31»'3 + 31»'5&;‘2 = _1'3 — 21‘5
1'4 S 0

L'ensemble des solutions est F = {(3x5 + 3x5, —x5 — 275, 75,0, 25), (v3,25) € R?} = Vect(e;,e,) ol
e; =(3,-1,1,0,0) et e, = (3,—2,0,0,1) et, puisque dimF = 2, une base de F est (e, e,).

Exercice 4 : Soit a un réel. On note A,, le déterminant suivant :
a 0 - 0 n—-1
5 0 @ i
~— A, = w0 2
2 0 0 a
= n—1 - 2 1 a
<
é 1. Calculer A, en fonction de A,,_;.
- n—1
Q 2. Démontrer que : Vn >2 A, =a" —a" 2 Z i2.
= i—1
‘O
o

Correction :
1. En développant par rapport a la premiére colonne on trouve la relation suivante :

F. PUCCI
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Déterminants (x) Feuille d’exercices n°33

0 0 n—1
0
A, =al, ;+(=D)"(n-1)]:
0O - a 0 2
0 - 0 a

Notons § ce dernier déterminant (dont la matrice est de taille n — 1 x n — 1). On le calcule en
développant par rapport a la premiére ligne

Donc

2. Prouvons la formule

par récurrence sur n > 2.

eee ge ie a 1 .
— Initialisation. Pour n =2, A, = ’ = a? — 1 donc la formule est vraie.
a
— Hérédité. Supposons la formule vraie vraie au rang n — 1, c'est-a-dire

n—2
A, =a"t—qag3 g i?. Calculons A, :
=1

A =aA

" o1 —a"2(n—1)% par la premiére question

n—2
= a(a”fl — g E i2) —a"2(n—1)2 par I'hypothése de récurrence
i=1
n—2

= a® — an—2 212 _ an—Q(n _ 1)2

La formule est donc vraie au rang n.
— Conclusion. Par le principe de récurrence la formule est vraie pour tout entier n > 2.

Exercice 5 : Soit (ay,...,a,_;) € C", z € C. Calculer

z 0 ag
-1
A, =
x Ap_o
0 -1 z+a,

F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Déterminants (x)

Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

Correction : Commencons par un travail préparatoire : le calcul du déterminant de taille (n—1) x (n—1) :

ou le bloc en haut a gauche est de taille k£ x k.

On développe, en commencant par la premiére ligne, puis encore une fois par la premiere ligne,... pour

trouver que
Fk — l‘k (_1)n717k

Autre méthode : on retrouve le méme résultat en utilisant les déterminant par blocs :

A |B
07 C =det A x det C
Revenons a I'exercice!

Contrairement a I'habitude on développe par rapport a la colonne qui a le moins de 0. En développant par
rapport a la derniére colonne on obtient :

z 0 ag
—1
A, =
x Ap_o
0 -1 z+a,;
| T
B xl -1 =z
= (D)l T T [+ (-D)rey 1 2
-1 -
—1
&
a5
—1
+ o+ (=1)*Pa, +(=1)*"2(z + a,_1) .
-1 =z )
-1 =z
—1
n—2

(=) e x Ty + ()™ 2z +a, )T

T
N O

Z(_l)nflﬂcak w1k % (_anlfk + (x + an,l)xnfl
k=0
ap+ a1 T+ agx? + -+ a,_jx" + 2"

J !
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Déterminants (x) Feuille d’exercices n®33

Exercice 6 (Racines de I'unité) : On note w = €™/ o = /™ et D le déterminant n x n :
D = det (w*-D6-D),

1. Calculer D2.

l—k
2. Montrer que D = H(we —wh) = H (ak“} - 2i sin ﬂ).
k<t k<t n
3. Exprimer D sous forme trigonométrique.

Correction :
n 0 0
pomz= |00 = D?=¢, ;n".
0 n 0
2.
n/2 i —
3. n™*exp <z4(n 1)(3n+2)).

1 sin=0ou l(mod4)

Avec la notation : ¢, = _
—1 sinon.

Exercice 7 (Cosinus) : Soient ay,...,a, € R. Mettre le déterminant : det (cos((j — 1)041-)) sous la

forme d’un déterminant de Vandermonde.

Correction : Polyndmes de Tchebychev = D = 2(»~1N("=2)/2V (cos ay, ..., cos av,, ).

Exercice 8 ((z; +y;)") : Soit k<n—1et M= ((ﬂ% + y])k)

O

Ecrire M comme produit de deux matrices et calculer det M. S_D'_\
0]

-

Correction : M = (2} ') x (CLlyF~1) = g=,)
0 ik<n—1 =

det M = { 0 1 n—1 S! . 8.

€, Co 1Ch1 ... Cl i V(zy, ooy 2,))V(yy, -y y,) Sik=n—1.

/N

*

N——

1 sin=0ou l(mod4)

Avec la notation : ¢, = _
—1 sinon.

Exercice 9 (P(i+ /) : Soit P € K, ,[X] et A = (P(i + 7)) € M, (K).
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Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

Développer P(i+ j) par la formule de Taylor et écrire A comme produit de deux matrices. En déduire
det A.

Correction : A = <(Zl>') X (P(l_n(j)) = detA = ¢,(a,_1(n — 1)!)". Avec la notation :
j—1)!

. 1 sin=0ou 1(mod4)

" -1 sinon.

—2a a+b a+c
b+a —2b b+c
c+a c+b —2c

Exercice 10 (**) : Montrer que =4(b+c)(c+a)la+D).

Correction : Soit (a,b,c) € R3. Notons A le déterminant de I'énoncé.

—2z z+4+b xz+tec
b+x —-2b b+c
c+x c+b —2c
degré inférieur ou égal 3 2. Le coefficient de x? vaut

Pour x réel, on pose D(x) = (de sorte que A =D(a))). D est un polynéme de

—(—2¢) +(b+c)+(b+c)—(—2b) =4(b+c).

Puis,
2b 0 —b+c

0 —-2b b+e
c—b c+b —2c

D(—b) = = 2b(4bc — (b + ¢)?) + 2b(c — b)? = 0,

et par symétrie des roles de b et ¢, D(—c¢) = 0. De ce qui précéde, on déduit que si b # ¢,
D(z) = 4(b+ c¢)(x + b)(z + ¢) (méme si b+ ¢ = 0 car alors D est un polyndme de degré inférieur

ce qui démontre |'identité proposée dans tous les cas (on pouvait aussi conclure en constatant que, pour a
et b fixés, la fonction A est une fonction continue de ¢ et on obtient la valeur de A pour ¢ = b en faisant
tendre c vers b dans |'expression de A déja connue pour ¢ # b).

’*\ ou égal a 1 admettant au moins deux racines distinctes et est donc le polynéme nul). Ainsi, si b # ¢ (ou
~—  par symétrie des roles, sia #boua#c),ona:A=4(0b+c)(a+b)(a+c). Un seul cas n'est pas encore
..(g étudié a savoir le cas ou @ = b = ¢. Dans ce cas,
c
c
S —2a 2a 2a -1 1 1
= D(a)=| 2a —2a 2a [=8| 1 —1 1 [=32a®=4(a+a)(a+a)la+a),
5 2a 2a —2a 1 1 -1
s
‘O
]

A=4(a+b)a+c)b+e).
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Feuille d’exercices n°33

Exercice 11 (**) : Pour a, b et ¢ deux & deux distincts donnés, factoriser

o o K
> o K
Q@ X o o
M e oo

X a b c
. . a X ¢ b N e y
Correction : Soit P = b e X al P est un polynéme unitaire de degré 4.
c b a X

En remplacant C; par C; + C, + C5 + C, et par linéarité par rapport a la premiere colonne, on voit que
P est divisible par (X +a+ b+ ¢).

Mais aussi, en remplacant C; par C; —Cy —C34+C,0ouC; —Cy+C3—C, 0u C; +C, —C3—Cy, on
voit que P est divisible par (X —a—b+c¢) ou (X—a+b—c)ou (X+a—b—c).

ler cas. Si les quatre nombres —a—b—c¢, —a+b+c, a—b+ c et a+ b — c sont deux a deux distincts,
P est unitaire de degré 4 et divisible par les quatre facteurs de degré 1 précédents, ceux-ci étant deux a
deux premiers entre eux.

Danscecas, P=(X+a+b+c)X+a+b—c)X+a—-b+c)(X—a+b+c).
2éme cas. Deux au moins des quatre nombres —a —b—c¢, —a+b+c, a — b+ c et a + b — ¢ sont égaux.
Notons alors que —a—b—c=a+b—c<b=—aetque —a+b+c=a—b+c<a=0.

Par symétrie des rdles, deux des quatre nombres —a—b—c, —a+b+c, a—b+c et a+b— c sont égaux
si et seulement si deux des trois nombres |al, |b| ou |c| sont égaux.

On conclut dans ce cas que I'expression de P précédemment trouvée reste valable par continuité par
rapport a a, b ou c.

P=X+a+b+c)X+a+b—c)X+a—-b+c)(X—a+b+c).

Exercice 12 (***) : Calculer :
11 0 0
4. | R
2. det (Sin(al + a/j))lg,h]gn (al,...,an étant n 5 S ~.‘ 1 0
réels donnés) 10 ... 0 1
i—1
5. det (Ci+z‘f1)1<i,j<p+1
a 0 .. b -X 1 0 .. .. 0
0 a b 0 0 —X 1 :
0 0 : ; o .
3. - 0 6. :
0 b a 0 0 0 —X 1
b 0 a ag G Qp 1 —X
F. PUCCI Lycée Jules Garnier
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Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

Correction :
1 2 ... n—1
1 0 1 n—2
1. Pour n > 2, posons A, = 2 1 . Tout d'abord, on fait apparaitre
: S 1
n—1 n—2 .. 1 0

beaucoup de 1. Pour cela, on effectue les transformations C; < C; — C, puis C, < C, — C5 puis
.puis C,_; =C,,_; —C,. On obtient

-1 -1 ... -1 n-—1

1 -1 Poon—2
A, =det(C; - C,,Cy —Cy,...,C,,_; —C,,C)=| 1 1 -1 : :
: - =1 1
1 1 ... 1 0

On fait alors apparaitre un  déterminant  triangulaire en  constatant que

det (L, Ly, ..., L) = det (Ly, Ly + Ly, ..., L, ; + Ly, L, +L;). On obtient

-1 X X
0 -2
A, =0 0 =(1- n)(—Q)”*2
—2 X
0 0 n—1

COS
5 V(. Lonl? . s o . td . c_ | cosa
- Y(i,7) € [1;n]”, sin(a; + a;) = sina, cosa; + cosa,; sina; et donc si on pose C = i
cosa,,
sin a,
sina . . feelF
et S = 2 |, on a Vi e [1;n], C;, = cosa;S + sina;C. En particulier,

sina,,
Vect(Cyq, ...,C,,) C Vect(C,S) et le rang de la matrice proposée est inférieur ou égal a 2. Donc,

Déterminants ()

Vn > 3, det (sin(a; + a;))1<; j<n = 0

Sin =2, det (sin(a; + a;))1<; j<o = sin(2a,) sin(2ay) — sin?(a; + a,).
3. L’exercice n'a de sens que si le format n est pair. Posons n = 2p ou p est un entier naturel non nul.

n Lycée Jules Garnier F. PUCCI




Déterminants (x) Feuille d’exercices n°33

a 0 ... .. 0 b a+b 0 ... 0 b
0O -~ 0 O 0 0 : 0 0 0
0 a b 0 : : 0 a+b b 0 : .
A, = 0 b a 0 = : 0 bta o 0 : (pourlgjgp,cjw—cj—i-czm
0 0O 0 - 0 0 0 0O - 0
b 0 ... ... 0 «a b+a 0 .. 0 a
1 0 ... ... 0 b
0O~ 0 O 0
B b)P 0 1 b 0 : linéarité | C.. C C
_(a—l—) 01 a 0 : (par Inéarité par rapport aux colonnes C;, C,, ..., p)
0 0O 0 - 0
1 0 0 a
1 0 0 b
0O - 0 0 0
0 1 b 0 )
= (a+b)? a—b 0 ‘ (pourp+1<i<2p, Ly L; =Ly, 1 ).
: 0
0O 0 .. 0 a—0»

et A, = (a+b)P(a—b)P = (a® —b?)P.

Vp e N, Ay, = (a® — b)P.

4. On retranche a la premiére colonne la somme de toutes les autres et on obtient

1 ... 1 —(n—2) 1 .. 1
110 0 0 1 0 .. 0
D,=|: 0 = : =—(n—2)
: 1 0 10
10 0 1 0 0 1

5. Pour 1 <i<p,

_ (0 0 1 1 D D _ 0 1 p—1
Li+1 _Lz - (Cn+i - Cn+i71’ Cn+i _CnJrifl7 ey CnJri - Cn+i71) - (07 Cn+i717 Cn+i717 HS] Cn+ifl)‘

On remplace alors dans cet ordre L, par L, — L, 4 puis L, ; par L, ; —L, 5 puis ... puis Ly par
L, — L, pour obtenir, avec des notations évidentes

1
det (A) = =det (A, _;).
< p) ’0 Apfl ( D 1)
Par suite, det (A,) =det (A, ;) = ... =det (A;) = 1.

6. En développant suivant la derniére ligne, on obtient :

n—2
Dn = (anfl - X><_X>n71 + Z(_l)nJrkJrlakAk?
k=0

J !
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Feuille d’exercices n°33

Déterminants (x)

X 1 0
0o -~ 1
ou A, = 0 0 7 00 = (—1)*X" et donc
—X 0
0 0 0 —X 1

n—1
Vn>2, D, = (-1)" (X” — Zakxk> :

k=0

Exercice 13 (**** Déterminant de Cauchy et déterminant de Hilbert) :

ai—{—bj

soient non nulles.

1
Soit A = ( ) OU @y,...; Gy, by,...,b, sont 2n réels tels que toutes les sommes a; + b;
1

Calculer det A (en généralisant I'idée du calcul d’un déterminant de Vandermonde par 'utilisation
d’une fraction rationnelle) et en donner une écriture condensée dans le cas a; = b; = i.

Correction : Si deux des b; sont égaux, det (A) est nul car deux de ses colonnes sont égales. On suppose
dorénavant que les b; sont deux a deux distincts.

Soient Aq,..., A,,, m nombres complexes tels que A\,, # 0. On a

1 n
det A = ~—det (Cpyos Cpry Y A;C;) = det B,
n j=1

ol la derniére colonne de B est de la forme (R(a;));<;<, avec R = Z X +]b .
j=1 J

X—aq)...X—

On prend R = ( gl %n-1)
(X +b;)...(X+D,)

Les poles de R sont simples et la partie entiére de R est nulle. La décomposition en éléments simples de

R a bien la forme espérée.

. R ainsi définie est irréductible (car V(i,7) € [1;n]°, a; # —b;).

Pour ce choix de R, puisque R(a;) = ... = R(a,,_;) = 0, on obtient en développant suivant la derniere
colonne
1
An = TR(an)Anfb
avec

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Donc
_ (a, —aq)...(a, —a,_1)(b,, —by)...(b,, — b,,_1)
" (a, +by)(a, +by)...(a,, + b,,)..(ay + b,)(a; +b,)

En réitérant et compte tenu de A; = 1, on obtient

Vn =2, A

. H1<i<j<n(aj - ai) H1<Z<]<’n(b] - bl) . Van(al, 5004 an)Van(bl, veey bn)
! I, ; jen (i +05) Iici (@ ) .

A4

A

Dans le cas particulier ot Vi € [1;n], a; = b; = i, en notant H,, le déterminant (de HILBERT) a calculer :
~ Van(1,2,.
(1, ) Mais,

H
" HKW@(2 +J)

Donc,

Exercice 14 (***%*) : Soit A = (a; ;)1<; j<n OU, POur tout i et tout j, a, ; € {—1,1}.

Montrer que det A est un entier divisible par 27 !.

Correction : On procéde par récurrence sur n > 1. = Pour n = 1, c'est clair.

= Soit n > 1. Supposons que tout déterminant A,, de format n et du type de I'énoncé soit divisible par
27~1 Soit A, ;1 un déterminant de format n + 1, du type de I'énoncé.

Si tous les coefficients a, ; de A, ., sont égaux a 1, puisque n + 1 >2, A, ., a deux colonnes égales et
est donc nul. Dans ce cas, A, est bien divisible par 2".

(*) sjueuiuwIQ

Sinon, on va changer petit a petit tous les —1 en 1.

Soit (7,7) un couple d'indices tel que a; —1let A}, ., le déterminant dont tous les coefficients sont
égaux a ceux de A, sauf le coefF|C|ent I|gne i et colonne j qui est égal a 1.

Apyq — Alyy =det (Cy, ..., Gy .ory Cp) — det (Cyy oov, €y ooy Cp) = det (Cpy ooy G — €y o, ),

j’ aeey
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ot C;—Cj=|[ —2 | (—2enligne ). En développant ce dernier déterminant suivant sa j-éme colonne,

on obtient :

An—‘rl - A;Hrl = _2An7
ou A, est un déterminant de format n et du type de I'énoncé.
Par hypothése de récurrence, A, est divisible par 2" et donc A, ; — A/ | est divisible par 2".

Ainsi, en changeant les —1 en 1 les uns aprés les autres, on obtient

1 ... 1
A =] : | (mod 2™).
1 ... 1
Ce dernier déterminant étant nul, le résultat est démontré par récurrence.
J
Exercice 15 (**I) H SOIt A = <ai’j)1<i’j<n et B = (b17])1<17]<n avec bz,j = <_1>i+jai7j.
Montrer que det (B) = det (A).
Correction :
1ere solution.
det B = Z E(U)(_1>1+o(1)+2+a(2)+...+n+a(n)ag(1)71aa(2)’2_”ag(n)’n
o€S,
=Y e(0)ap(1)100(2) 2-Bo(mym (CAr L+ 0(1) + 24 0(2) + .. 4+ n+ o(n) =2(1+2+ ...+ n) €2N,, )
o€S,,
=det A

2éme solution. On multiplie par —1 les lignes 2, 4, 6... puis les colonnes 2, 4, 6...

On obtient det B = (—1)?Pdet A = det A (ou p est le nombre de lignes ou de colonnes portant un numéro
pair).

Exercice 16 (***1) : Calculer det (comA) en fonction de det A puis étudier le rang de comA en
fonction du rang de A.
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Correction : On a toujours A x ‘comA = (det A)I,, et donc

(det A)(det (comA)) = (det A)(det (*fcomA)) = det (det A I,)) = (det A)™.

= Si det A # 0, on obtient det (comA) = (det A)"~!. = Sidet A =0, alors AlcomA = 0 et comA n’est
pas inversible car sinon, A = 0 puis comA = 0 ce qui est absurde. Donc, det (comA) = 0. Ainsi, dans

tous les cas,
VA € M, (%), det (comA) = (det A)"!

= SirgA = n, alors comA € GL,,(K) (car det (comA) # 0) et rg(comA) = n.

= Si rgA < n — 2, alors tous les mineurs de format n — 1 sont nuls et comA = 0. Dans ce cas,
rg(comA) = 0.

= SirgA = n — 1, il existe un mineur de format n — 1 non nul et comA # 0. Dans ce cas,
1 < rg(comA) < n — 1. Plus précisément,

AfcomA =0 = comA’A =0 = Im(*A) C Ker(comA) = dim(Ker(comA)) > rg(*A) = rgA = n—1 = rg(c

et finalement si rgA =n — 1, rg(comA) = 1.

Exercice 17 (***| Dérivée d’un déterminant) : Soient a, ; ((i,7) élément de {1, ..., n}?) n? fonctions
de R dans R, dérivables sur R et A = (ai, j)1<; j<n-

1. Calculer la dérivée de la fonction x — det (A(z)).

2. Calculer
r+1 1 1 T+ aq 75 7
1 z+1 - : a5 T+ ay :
(a) : : (b) : :
1 R A a5 oo 4B @B SF @y
Correction :
1.
(det A), = 5(a>aa(1),1aa(2),2"'a’a(n),n) Z (Z A5(1),1 a(n),n)
o€S,, o€S,,
n
= Z (0)ag(1),1--0 ) O Zdet (Cq,..,Ch, -, Cp)
k=1 oc€S,,
rx+1 1 1
1 r+1 2
2. (a) Soit A, () 2
1
1 1 z+4+1

omA) < 1

(*) sjueuiuwIQ
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Déterminants (x)

n

A, est un polyndme dont la dérivée est d'aprés ce qui précede, A, Zék ou 9, est

le déterminant déduit de A,, en remplacant sa k-éme colonne par le k-¢ eme vecteur de la

base canonique de M, , (K). En développant d,, par rapport a sa k-€éme colonne, on obtient
0, =A,,_; etdonc A] =nA,_,

Ensuite, on a déja A; = X + 1 puis Ay = (X +1)2 —1=X2 +2X ...
Montrons par récurrence que pour n > 1, A, = X" 4 nX" 1.

Cest vrai pour m = 1 puis, si pour n > 1, A, = X" + nX" ! alors

Al = n+1)X"+ (n+1)nX"! et, par intégration, A, ,; = X" +(n+1)X"+A, 1(0).

Mais, puisque n > 1, onan+12>2et A, (0) est un déterminant ayant au moins deux
colonnes identiques.

Par suite, A, ;(0) = 0 ce qui montre que A, ; = X" + (n 4 1)X".

Le résultat est démontré par récurrence.

YneN;, , A, =" +nz"

T+ ay T T
T T+ ay :
Soit A, (z) = : : . A, =det(a;e; +2C,...,a,e, +2C) o
. . x
T .. T xT+a,

e, est le k-eme vecteur de la base canonique de M,, ; (K) et C est la colonne dont toutes les
composantes sont égales a 1.

Par linéarité par rapport a chaque colonne, A, est somme de 2™ déterminants mais des que C
apparait deux fois, le déterminant correspondant est nul.

Donc, A,, = det (aq€eq,...,a,€,) + Zdet a,eq,...,2C,...,a,e,). Ceci montre que A, est

un polynéme de degré inférieur ou égal a 1.

La formule de TAYLOR fournit alors : A, = A, (0) + XA/ (0).

n

n

Immédiatement, A, (0) = H a = o, puis A}, (0) = Zdet (ar€1,..,C,..ian€,) = Z Hai
k1 k=1 k=1 i#k

Donc, A,, =0, + Xo,,_;

Exercice 18 (***I) : Calculer

1 1 1 1 1
0 : 1 0 g
% 8 et : O
0 1 0 1
1 0 1 1 0

2. det((i+3—1)?)
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Déterminants (x) Feuille d’exercices n°33

a b b
b a :
3. - :
a b
b b a
a,+r c+x .. ct+zx
b+z ag+2x :
4. : ; b, ¢ complexes distincts
: a, 1+x c+x
b+ x e  b+z  a,+z
2 1 0 0
1 2 -
510 - . 0
: 1
1 0 1 2
Correction :

1. Pour le premier déterminant, on retranche la premiére colonne a chacune des autres et on obtient
un déterminant triangulaire inférieur dont la valeur est (—1)""1.

Pour le deuxiéme, on ajoute a la premiere colonne la somme de toutes les autres, puis on met (n—1)
en facteurs de la premiere colonne et on tombe sur le premier déterminant.

Le deuxieéme déterminant vaut donc (—1)""(n —1).
2. Pour (i, ) élément de [1;n]?, (i +j—1)> = 52 +2(i — 1)j + (i — 1)2. Donc,
Vj € {]-a ”'7n}’ C] = j2<1)1<i<n + 2.7(1 - 1)1<i<n + ((7’ - 1>2)1<i<n'

Les colonnes de la matrice sont donc éléments de Vect((1);<;cp,, (1 — 1)1<jcps (6 —1)2)14c,,) qui
est de dimension inférieure ou égale a 3 et la matrice proposée est de rang inférieur ou égal a 3.

Donc, sin > 4, A, = 0. |l reste ensuite a calculer A; = 1 puis A, = ’ le ;L ’ = —T7 puis
1 4 9
A;=14 9 16 [=(225—256) —4(100 — 144) + 9(64 — 81) = —31 + 176 — 153 = —8.
9 16 25
3.
10 b
1 a :
A, =det(Cyq,...,C,) =det (C; + ...+ C,,,C,,...,C,) = (a+ (n —1)b) b :
A
1 b ... b a

par linéarité par rapport a la premiére colonne. Puis, aux lignes numéros 2,..., n, on retranche la
premiere ligne pour obtenir :

1 b b
0 a—0b 0 .. 0
A,=(a+n-=1b)|: 0 -~ - : = (a+ (n—1)b)(a —b)"L.
o 5 % 0
0 0 0 a—0»
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Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

4. Par n linéarité, D, est somme de 2™ déterminants. Mais dans cette somme, un déterminant est nul
dés qu'il contient au moins deux colonnes de x. Ainsi, en posant A, = det (C; + zC,...,C,, + zC)
a;

Gp—1
ou Cp, = b et C = (1);<;<,,, on obtient :

Apt1

ap,

A, =det (Cy,...,C,) + > _det (Cy,...,Cy_4,2C, Cpyq, -, Cy),
k=1
ce qui montre que A,, est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1.

Posons A, = AX+BetP = l_I(a,C —X).
k=1

Quand x = —b ou © = —c, le déterminant proposé est triangulaire et se calcule donc immédiatement.
Donc :

. _ . . R —bA + B =P(b)
ler cas. Sib+#c. A, (—b) =P(b) et A, (—c) = P(c) fournit le systeme { _cA+B=Pc) et

donc A = —M et B = M Ainsi,
c—b c—b
sib+c¢, A, = —P<Ci :f(b)x - CP(bi: ZP(C) ouP = ﬁ(ak —X).
k=1

2éme cas. Si b = ¢, |'expression obtenue en fixant = et b est clairement une fonction continue de ¢
car polynémiale en ¢. On obtient donc la valeur de A, quand b = c en faisant tendre ¢ vers b dans
I'expression déja connue de A, pour b # c.

P(c)—P(b
Maintenant, quand b tend vers c, _(ci—b() tend vers —P’(b) et
cP(b) —bP(c)  c(P(b) —P(c)) + (¢ —b)P(c)
c—b N c—b ’

tend vers —bP’(b) + P(b).

sib=rc, A, = —aP’(b) + P(b) — bP’(b) ol P = ﬁmk —X).
k=1

5. Ay =3 et Ay = =2 x 3—2=4. Puis, pour n > 4, on obtient en développant suivant

RS )
— N
N = O

la premiére colonne :

.
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Déterminants (x) Feuille d’exercices n°33

D'ou, pourn >4, A, —A, ; =A, | —A, ,etlasuite (A, —A, ,),-3 est constante.

n—1

Par suite, pour n >3, A, — A, | = Ay — A, =1 et donc la suite (A,,),,-, est arithmétique de
raison 1.

On en déduit que, pourn > 2, A, = Ay +(n—2) x 1 =n-+1 (on pouvait aussi résoudre |I'équation
caractéristique de la récurrence double).

Yn>2, A, =n+1.

Exercice 19 (****| Déterminant de Cauchy) : Soient a,,..., a,,, by,..., b, 2n nombres complexes
tels que toutes les sommes a; + b;, 1 <4, j < n, soient non nulles.

Calculer C,, = det ( ! >
a; +b;

! 77 1<i,5<n

Cas particulier : Vi € [1;n], a; = b; =i (déterminant de Hilbert).

Correction :  Si deux des a; sont égaux ou deux des b; sont égaux, C,, est nul car C,, a soit deux lignes
identiques, soit deux colonnes identiques.

On suppose dorénavant que les a; sont deux a deux distincts de méme que les b; (et toujours que les
sommes a; + b; sont toutes non nulles).

Soit n € N;, . On note L., L, ; les lignes de C,, ;.

n+1

On effectue sur C,,; la transformation L,, | ; < Z AL; avec A, #0.
=1

On obtient C,, ;| = )\—Dn+1 ou D, ,; est le déterminant obtenu en remplagant la derniere ligne de

n+1
n+1
. i (X—by)...(X—=0,)
C lal R(b ,R(b R = .0 dR = ne_,
nt1 Par laligne (R(b,), ..., R(b,,)) avec Z X ta, —nPren X+ay) . (X+a,,,)

= Puisque les —a; sont distincts des b;, R est irréductible.
= Puisque les a; sont deux a deux distincts, les poles de R sont simples.

= Puisque deg((X —b;)...(X —b,,)) < deg((X+a;)...(X + a,,,1)), la partie entiere de R est nulle.

n+1
A
R admet donc effectivement une décomposition en éléments simples de la forme R = Z

n+1 # 0.

Avec ce choix des );, la derniere ligne de D,, ,; s'écrit (0,...,0,R(b,,,)) et en développant D,,,; suivant
sa derniere ligne, on obtient la relation de récurrence :

N

ou

X+a,

(*) sjueuiuwIQ

Vn € Ny, Coiy = 7—R(0,11)C,.
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Calculons A, ;. Puisque —a,,; est un pdle simple de R,

A T = — e ) = (=41 — by) ... (‘%H —b,) _ (@piq1 +by) ... (an+1 +b,,)
s e o (=Cpi1 + 1) o (=i +a,) (@1 —a1) e (Qpq —ay,)

On en déduit que

1 (an+1 — al) (anJrl — an) (bn+1 — bl) (bn+1 B bn)

— R(b,,,) =
)\nJrl ( +1> (a’nJrl + bl) (anJrl + bn) (bn+1 + a’l) (bn+1 + an)

puis la relation de récurrence

" (ap —a) 10 (byyy — b,
VneN; , Cpyy = [y (@nin = a) T, *bl >cn.
Hi:nJrl ou j:n+1(ai +b))

1
En tenant compte de C; = , on obtient par récurrence
a; + by
( 1 > H1<Z<j<n(a/-7 - a”i) H1<1<J<n<b‘j - bz) Van(ai>1<i<n X Van(b3)1<]<n
det = = .
B o Iics jn (@ £ 85) [T jaml@s + 85)

(y compris dans les cas particuliers analysés en début d’exercice).

Calcul du déterminant de HILBERT. On est dans le cas particulier ot Vi € [1;n], a; = b, = i. D"abord

Van(1,...,n) = f[ (H(j = i)) = ﬁ(j — 1) = ﬁ .

J=2 J=1

Exercice 20 (**) : Calculer det (sin(a; + a;))1<; j<, OU Gy,..., @, sont n réels donnés (n > 2).
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Déterminants (x) Feuille d’exercices n®33

Correction : On note Cy,.., C,, les colonnes du déterminant de I'énoncé puis on pose C = (cos(a;))1<icn

et S = (sin(a;))1<icn-

Pour tout j € [1;n], Cj = sin(a;)C + cos(a;)S. Ainsi, les colonnes de la matrice proposée sont dans
Vect(C, S) qui est un espace de dimension au plus deux et donc,

sin(2a;)  sin(a; + ay)

— & . w2
sin(a; + ay) sin(2a,) = sin(2a,) sin(2ay) —sin®(a; + a,).

Sin=2,0na

Exercice 21 (**) : Calculer det (a; + b;)1<; j<p OU @q,.ers @y, by, by, sONE 21 complexes donnés.

Correction : Soient les vecteurs colonnes A = (a;),<;<,, et U= (1);c;cp,-

Vje [1;n], C; = A +b;U. Les colonnes de la matrice proposée sont dans un espace de dimension au
plus deux et donc,

1<i,j<n

al-l_bl a1+b2

ay +by  ay + by = (a1 +b1)(ag+by)—(a,+by)(ag+by) = a1by+asby—a, by —asby = (aga1)(b1—by

Sin=2,ona

Exercice 22 (**) : Calculer det ((a + i + J)*);<; j<, Ol @ est un complexe donné.

Correction : Pour tout j € [1;n],
Cj =((a+i+ j)2)1<i<n = j2(1)1<z’<n +2(a + j)(i)Kign + (i2)1<i<n-
Les colonnes de la matrice proposée sont dans un espace de dimension au plus trois et donc,

Si n 2 4:, det ((a + Z +j)2)1§i,j<n = O

(*) sjueuiuwIQ

Le calcul est aisé pour n € {1,2,3}.

Exercice 23 (****) : Soient z,,..., x,, n entiers naturels tels que z; < ... < z,,.

(Y
(=)
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Feuille d’exercices n°33 Déterminants (x)

N : x; —
. — T .
A Taide du calcul de det (C% '), ;c,,, montrer que | I —.——" est un entier naturel.
g oUETOE 7% 7=10
1<s,5<n

Ly — T . . "
———— est déja un rationnel strictement positif.

Correction :

X(X=1)...(X=(i—2
Posons P, =1sii=1,etsit>2, P, = ( )< <1)' (@ ))
i—1)!

Puisque, pour i € [1;n], deg(P;) =i — 1, on sait que la famille (P;),;.,, est une base de Q,, ;[X].

i—1

De plus, pouri > 2, P, — W est de degré i — 2 et est donc combinaison linéaire de P, P,,..., P, o
7—1)!

ou encore, pour 2 < i < n, la ligne numéro i du déterminant det (C;fl

) est somme de la ligne
77 1<i,5<n

1—1

“ d binefisen linéeiie s I i la précad

m et une combinaison lineaire des lignes qul la preceae.
"/ 1gign

En partant de la derniére ligne et en remontant jusqu'a la deuxiéme, on retranche la combinaison linéaire
correspondante des lignes précédentes sans changer la valeur du déterminant.

On obtient par linéarité par rapport a chaque ligne

i—1 1 H1<Z<]<TL (a:] - xl)
det (Cx ) = ni,l'Van(:cl,...,xn) =
. . _ —
lgzz.]gn HZ‘:]_(Y’ ) 1<z<]<n(] Z)
Finalement,
T .
[T =2—"=det (ci?) e N
_ ¢ .
1<i<j<n J 0 Shysn
4
a; Qg an,
Oy T O Gp
; fkkk DA ; ; : ap—1 AaGp I Ap_o
Exercice 24 ( Déterminant circulant) : Soit A = i o i et
ag as .. a, a,

P — (w(k_lﬂl_l))KhKn oit w = >/ Calculer P? et PA. En déduire det A.

Correction :

= Soit (k,1) € [1;n]°. Le coefficient ligne k, colonne I de P2 est

—1
0.

gy = Zw(k—l)(u—l)w(u—l)(l—l) _ Zw(k+l—2)(u—1) _ Z(wk+l_2)u'

Lycée Jules Garnier F. PUCCI
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Or, 2 =1 k+1—2€enZ
Mais, 0 < k+1—2 < 2n—2 < 2netdonc, k+l—2 enZ < k+1—2 € {0,n} < k+l=20u k+l=n+2.

Dans ce cas, ay,; = n. Sinon,
’

1— k+1—2\n 1—1
Q= (w ) = =0.
k,l 1 — wk+i—2 1 — wk+i—2
1 0 ... 0
0 0 1
Ainsi, P2 =n : 0 1 0
01 0 .. 0

= Soit (k,1) € [1;n]>. Le coefficient ligne k, colonne [ de PP est

n

By = W=D (=1) = (u=1)(1=1) — §7(gh—tyu-1
D >

u=1
Or,wf'=1wk—-lenZ Mais, n< —(n—1)<k—Il<n—1<netdonck—IlenZ < k=1L
— 1—
Dans ce cas, 3, ; = n. Sinon, 3, , = 0. Ainsi, PP = nl, (ce qui montre que P € GL,,(¢) et P~! = —P).
) ) n

Calculons enfin PA. |l faut d'abord écrire proprement les coefficients de A. Le coefficient ligne k, colonne [
de A peut s'écrire a;_;_  si I'on adopte la convention commode a,, | = a4, a,,,, = a, et plus généralement
pour tout entier relatif k, a,,;, = ay.

Avec cette convention d’écriture, le coefficient ligne k, colonne [ de PA vaut

n l
§ (k—1)(u—1) E (k—1)(l—v
OJ al ut+l — w ) ) Qy-

u=1 v=l-n+1

Puis on réordonne cette somme pour qu’elle commence par a; .

Z wik— 1(lva _Zw(k 1(lva+ Z wE=D (=)

v=l-n+1 v=l-n+1

= Zw("“l)(l*“)a + Z wk-Dl-win)g = (en posant w = v+ n)
=1 w=Il+1

_Zw(k Di—vg 4+ Z (1) (l—w)

w=Il+1

k=1~ u)a — ok Zwk 1)(1— u)a

v=1

I
NgER

I
—

K%

(le point clé du calcul précédent est que les suites (a;) et (w") ont la méme période n ce qui s'est traduit
par wk-Dl—win)g _ k=1)(=v)g ).

Pour k élément de [1;n], posons alors S, = Zw<k—1)(1_”)av. On a montré que

PA = (w<k71)(l71)sk)1<k,l<n'

Par linéarité par rapport a chaque colonne, on a alors
Y.

(*) sjueuiuwIQ

ﬂ
[
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det (PA) = det (w* D18y, = (H sk) x det (wFDED)Y, = <H Sk) x det P.
k=1 k=1

Donc (det P)(det A) (H ) det P et finalement, puisque det P £ 0,

k=1

detA =] (Z w(k1)<1”)av> |
k=1 \v=1

Par exemple, pour n = 3, det A = (a; + ay + a3)(a; + jay + j%a3)(a; + j2ay + jas).

Exercice 25 (**** Déterminants circulants) : Soient a,...,a,,_; n nombres complexes. Calculer

ag Ay . Gy 9 Qp
dp—y G G2
: T : = det A.
s a,
@y O ap—1 Qg

Pour cela, on calculera d’abord A2 ou §2 = (w<j*1>(k*1>)1<j,k<n avec w = /™,

Correction : Le coefficient ligne j, colonne k, (j,k) € [1;n]°, de la matrice A vaut aj_; avec la
convention :si —(n —1) <u< —1, a, =a,,.

Le coefficient ligne j, colonne k, (j, k) € [1;n]?, de la matrice AQ vaut

n—j —1 n—j

n
Z% (D) = a1 = Z @Dk | Zavw(w]‘fl)(kfl)
u=1 v=—(j—1) v=—(j—1) v=0
—l n—j
= Z Ay qOHHIDEL) Z a,w @t V*=D) (carq, . =a, etw” =1)
v=—(j—1) u=0
n—1 n—j

_ a, wuti—1)(k— 1)+Zawu+] 1)(k— 1)_Zawu+] 1)(k—-1)

u=n—j+1 = =

= w(j_l)(k_l) Z auwu(k_l)_
u=0

n—1
Pour k € [1;n], posons S, = Zauw“(k_l). Le coefficient ligne j, colonne k de AQ vaut donc
u=0

wd—DE=1) S Par passage au déterminant, on en déduit que :

det (AQ) = det (w(j*1)<k*1)sk)1<j e = (H Sk> det (Wl DEL), o cn
S k=1 7
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(Sj, est en facteur de la colonne k) ou encore (det A)(det £2) (H Sk) (det Q).

Enfin, (2 est la matrice de VANDERMONDE des racines n-émes de |'unité et est donc inversible puisque
celles-ci sont deux a deux distinctes.

Par suite det €2 # 0 et aprés simplification on obtient

n n—1
det A =[] Sk ot 8, = > a,w*L).
k=1 u=0

Par exemple, =S5;5,93 =(a+b+c)(a+5b —i—j%)(a + 52b + jc) ol j = e2im/3

St o R
o Q@ o
ISEERS I

Exercice 26 (**I) :

1. Soient a, ;, 1 < i,j < n, n? fonctions dérivables sur R & valeurs dans % Soit d = det (a;, 1<i j<n:

1,57

Montrer que d est dérivable sur R et calculer d’.

r+1 1 .. 1

1 . . :

2. Application : calculer d,,(x) = : o 1
1 w1 z+4+1

Correction :

1. d= Z €(0)ay(1),1++-0y(n),n €St dérivable sur R en tant que combinaison linéaire de produits de
o€eS,
fonctions dérivables sur R et de plus

o€s,,
n
= Z 6(0-) Z aa(l)J...a;(i)’i a;o.(n%n
o€S,, i=1

= Z £(0)ao(1),1-C )i -+ Fa(n)n

n
= Zdet (Cyq,...,C;,...,C,,) (ou Cy,...,C,, sont les colonnes de la matrice).

2. 1 ére solution. D'apres ce qui précede, la fonction d,, est dérivable sur R et pour n > 2 et x réel,
on a

(*) sjueunia1qg
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Déterminants (%)

r+1 1 .. 1 0 1 1
1 . . . .
: 1

d), (x) = Z 1 1 1 (la colonne particuliére est la colonne i)
=1 T + 1
1 :

: : : : o 1
1 1 0 1 o 1oz +1

En résumé, Vn > 2, Vz € R, d,,(x) = nd,,_;(x). D'autre part Vo € R, d;(z) =z + 1 et Vn > 2,
d,,(0) = 0 (déterminant ayant deux colonnes identiques).

Montrons alors par récurrence que Vn > 1, Vo € R, d,,(x) = 2™ + nz" L.
= C’est vrai pour n = 1.

= Soit n > 1. Supposons que Vn > 1, Yz € R, d,,(x) = 2" +na" L. Alors, pour = € R,
xX xX
dua(®) = by O+ [ diy @) dt=(n+1) [ dy(tdt) ="+ (n+ D)o
0 0

On a montré que
Vn>1,VzeR,d,(z) =2" +nz" L

2 éme solution. d,, est clairement un polynéme de degré n unitaire.

Pour n > 2, puisque dn(0) = 0 et que d;, = nd,,_;, 0 est racine de d,,, d,, ..., d\"? et est donc

racine d'ordre n — 1 au moins de d,,.
Enfin, d,,(—n) = 0 car la somme des colonnes du déterminant obtenu est nulle.
Finalement Vn > 2, Vz € R, d,,(z) = 2™ (x + n) ce qui reste vrai pour n = 1.

Une variante peut étre obtenue avec des connaissances sur la réduction.

N
H

Exercice 27 (***) : Soient A et B deux matrices carrées réelles de format n. Montrer que le déter-

A -B
minant de la matrice ( A ) de format 2n est un réel positif.
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. A -B . .
Correction :  On effectue sur la matrice (B A ) les transformations : Vj € [l;n],

C; « C; +iC,; (ou i* = —1) sans modifier la valeur du déterminant. On obtient
A —-B A—iB —-B
det(B A )_det(B+iA A )

Puis en effectuant les transformations : Vj € [n + 1,2n], L; - L; —iL,_,,, on obtient

A —-B A—iB —-B A—iB -B , ,
det (B A )-det ( : )-det ( 0 A+Z,B)-det(A—i—zB)Xdet(A—%B).
Comme les matrices A et B sont réelles, det (A —iB) = det (A + 4B) et donc

A —-B ,
det ( B A ) = |det (A +iB)|? € RT.

Exercice 28 (***) : Soient A, B, C et D quatre matrices carrées de format n. Montrer que si C et D

A B ) = det (AD — BC).

commutent et si D est inversible alors det ( C D

Montrer que le résultat persiste si D n’est pas inversible.

Correction : Si D est inversible, un calcul par blocs fournit

A B D 0 \ (AD-BC BD!)\ (AD-BC BD! (car C et D
C D ¢ D')"lcb=—DC 1 - 0 I cart e

commutent)
et donc, puisque
det (( C D ) ( _Cc D! )) = det ( C D )det ( ¢ D! ) = det ( C D ) x detD x d
A B
= det ( C D )

A B
C D

AD -BC BD!
0 I
C et D commutent).

et que det ) = det (AD — BC), on a bien det ( ) = det (AD — BC) (si

Si D n'est pas inversible, det (D — zI) est un polynéme en z de degré n et donc ne s'annule qu'un nombre
fini de fois.

Par suite, la matrice D — zI est inversible sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs de =x.

o
sjueuiuIdldg

(%)

N
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D’autre part, pour toute valeur de x, les matrices C et D — I commutent et d’aprés ce qui précéde, pour
toutes valeurs de x sauf peut-étre pour un nombre fini, on a

det (

Ces deux expressions sont encore des polyndmes en x qui coincident donc en une infinité de valeurs de x

et sont donc égaux.

Ces deux polynémes prennent en particulier la méme valeur en 0 et on a montré que

si C et D commutent, det (

A B

C D ) = det (A(D — zI) — BC).

A B

i ) = det (AD — BC).

Calculer det (A — zI,).

Exercice 29 (**I) : Soient a, ...

0 0 ag

1 o
, @,_; n nombres complexes et A = 0 oo :

: - 0

0 0 1 a,,

Correction :

det (A—zL,)=| O

—x 0 0 x
X e g
: . 0
. | x o x =z
ou Ay, = 0 0 1
: 0
0 0 0
Finalement,

En développant suivant la derniére colonne, on obtient

det (A —2L,) = (=2)"(a,, — @) + Y (=1)"*ay(—a)* = (=1)"*!

0 ag
@ n—1
0 i |=(2)"a,—2)+ ) (D) el
-  a, 4 k=0
0 1 a,—=
X
i = (—x)k1"=* = (—z)* (déterminant par blocs)
X
0 1
n—1

n
<xn+1 _ E ak$k> .
k=0

k=0
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Exercice 30 (**) : Calculer les déterminants suivants :

1. det A ou A € M,,, (K) est telle que a;; =a 1 .. 1 01 .. .1
et a; opy1- = b et a; ; = 0 sinon. 0 1 1 1 - - :
3 & 1 : 1
L0 0 1 11 10 1 10
2. Z b b
: | . _
0 0 00 4@ . | (=2
L 0 1 b .. b a
Correction :

1. Sans modifier la valeur de det A, on effectue les transformations :Vj € [1;n], C; < C; +Cypi1j-

On obtient alors par linéarité du déterminant par rapport a chacune des n premiéres colonnes

1 0 0 0 0 b

I 0

0 0 :

O ) I S
0 0 -

0 F 0

1 0 0 0 0 a

On effectue ensuite les transformations : Vi € [n+1,2n], L; <~ L; — Ly, . ;_; et par linéarité du
déterminant par rapport aux n derniéres lignes, on obtient

det A = (a+b)"(a—0b)" = (a® —b*)".

2. Ce déterminant a deux colonnes égales et est donc nul.
3. On retranche la premiére colonne a toutes les autres et on obtient un déterminant triangulaire :
D, = (—1)"1.

n

Pour le deuxiéme déterminant, on ajoute les n — 1 derniéres colonnes a la premiére puis on met
n — 1 en facteur de la premiére colonne et on retombe sur le déterminant précédent. On obtient :
— n—1
D, =(-1)""(n—1).
4. On ajoute les n — 1 derniéres colonnes a la premiére puis on met a + (n — 1)b en facteur de la

premiére colonne. On obtient

1 b . b
Poa :
D, =(a+ (n—1)b) b :
P i oo b
[ 1 b b _al Y

F. PUCCI
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On retranche ensuite la premiére ligne a toutes les autres et on obtient

1 b b
0 a—b 0 .. 0
D,=(a+(n—=10b): 0 -~ -~ : =(a+ (n—1)b)(a—b)"!

o o 0
0 0 0 a—b

a b b

I B R R Y e

b ... b a

Exercice 31 (det (A + («))) : Soit A € M ,,(K) et U =

1. Démontrer que : det (A 4+ aU) = det A + « Z cofacteurs de A.

a b ... b
2. En déduire la valeur de D(a,b,c) = C b ,
c c a

(a) pour b +# c.
(b) pour b = c.

Correction :
1. Développer.
D(a—0,0,c—b) = (a—0b)" _cla—b)" —bla—c)"
(@) {D(a—c,b—c,O):(a—c)” = Dia,b,¢) = c—b '
(b) det ((a — b)I+bU) = (a — b)"™ + nb(a — b)" L.

Déterminants (x)
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