1.1

(23. Continuité d’une fonction

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R.

Fonctions continues

Continuité en un point

L’étude de la continuité d’une fonction en un point a n’est possible que si a appartient a I’ensemble de
définition de f, ¢’est-a-dire que si f(a) existe. Ce n’est pas le cas pour I’étude des limites : on peut étudier

la limite en un point pour lequel la fonction n’existe pas.

Définition 1.1 Soient f : I — R une fonction eta € 1.
1. On dit que f est continue a droite en a lorsque

lim f(x) = f(a)
X—a
2. On dit que f est continue a gauche en a lorsque
lim f(x) = f(a)
X—a

3. On dit que f est continue en a lorsque, de maniere équivalente,
* soit lorsque f admet une limite finie en a et

lim f(x) = f(a)

x—a
x#a

c’est-a-dire
Ve>0,36>0,Vxel,|x—a|<d=|f(x)—f(a)|<éb

* soit lorsque f est continue a droite en a et elle est continue a gauche en a.

a2 Lanotion de continuité formalise le fait que I’on peut tracer la courbe de la fonction “sans lever le
crayon”. Autrement dit, 12 ol la fonction comporte des “trous”, elle est discontinue.
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Exemple 1.2 Montrer que la fonction partie entiere n’est pas continue en 2.

Exemple 1.3 On considere la fonction f : R — R définie par

2x+1 six=0
(x+1)* six<0

Vx eR, f(x)={

La fonction f est-elle continue en 0 ?
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1.2

Exemple 1.4 Soit k € R. On considere la fonction f : R — R définie par

¥ —3x+5 six<0
k six=0

VxeR, f(x) ={

Pour quelle-s valeur-s de k, la fonction f est-elle continue en 0 ?

Continuité sur un intervalle

Définition 1.5 Soit f : I — R une application. On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout
point de I. On note C(I,R) I’ensemble des applications continues de I dans R.

Proposition 1.6
¢ Les fonctions polynomiales sont continues sur R.
¢ Les fractions rationnelles sont continues sur les intervalles ol leur dénominateur ne s’annule pas.
* La fonction exponentielle est continue sur R.
* La fonction logarithme est continue sur ]0, +oco[.
* Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R.
* Pour tout 1 € Z, la fonction partie entiere est continue sur [n,7n + 1[ et discontinue en n (elle y est
continue a droite mais pas a gauche).

C’est grace a la propriété de continuité que 1’on peut affirmer que

lime*' =¢” (aeR) limvx =+va (a=0) limIn(x) = In(a) (a>0)
X—=a X—a X—a

Proposition 1.7
1. Soient f et g deux fonctions définies sur I a valeurs réelles et (A, 1) € RZ.
(a) Si f et g sont continues sur 7, alors A f + (g est continue sur /.
(b) Si f et g sont continues sur /, alors fg est continue sur /.
(¢c) Si f ne s’annule pas sur / et si f est continue sur /, 1/ f est continue sur /.
(d) Si g ne s’annule pas sur [ et si f et g sont continues sur /, f/g est continue sur /.
2. Soient f: I — R, g:J — R, telsque:
(a) Vxel, f(x) eJ;
(b) f est continue sur /;
(c) g estcontinue sur J.
Alors g o f est continue sur /.

En pratique, on étudie la continuité «a la main» qu’aux points qui posent probleme (par exemple, les
points de raccordements d’une fonction définie par morceaux). Le reste est géré grace a la continuité des
fonctions usuelles et par opérations sur les fonctions continues.
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Exemple 1.8 On considere la fonction f : R — R définie par

0 six<O0
VxR, f(x)={1_ex six>0

Montrer que la fonction f est continue sur R.

Exemple 1.9 On considere la fonction f :]0, +o0o[ — R définie par
In(x) si0<x<1
Vx €]0,+00[, f(x)=4 2 six=1

x—1 six>1

Etudier la continuité de f sur J0,+oo][.
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1.3

Exemple 1.10 On considere la fonction f définie par

1
VXEDf, f(x) = P

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

Exemple 1.11 On considere la fonction f définie par
VxeD;, f(x)=In(1+x").

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

Lien entre continuité et convergence d’une suite

Proposition 1.12 — Caractérisation séquentielle de la continuité. Soit f : I — R. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La fonction est continue en a.

2. Si une suite (u,),en converge vers a alors la suite (f(u,)),en converge vers f(a).

C’est grace a la propriété de continuité que 1’on peut affirmer que

nl}+mooe" = nl}+mooln(n+2) —In(n+1) =
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Lorsqu’une suite définie par récurrence via
VneN, U1 = f(up)
converge vers ¢, pour justifier que la limite ¢ vérifie I’équation de point fixe
= f(£)

il faut justifier que f est continue en ¢.
Exemple 1.13 Soit (u,),cn la suite réelle définie par

1
uy=—2 et pour toutn € N, u, | = 5 Un +3.
On admet que la suite (u,),en est croissante et majorée par 6. Conclure quant 2 la convergence de cette
suite.

Prolongement par continuité

Définition 1.14 Soient a € I et f définie sur I\{a} (donc f n’est pas définie en a). On dit que f est
prolongeable par continuité en a lorsque f admet une limite réelle en a. Dans ce cas, la fonction f
(parfois notée encore f) définie sur / par

B f(x) six#a
Vxel, f(x)={1imf(x) six=a

X—a

est appelée prolongement par continuité de f en a.

Ne pas confondre :

e étude de la continuité en a (la fonction est définie en a),
» étude du prolongement par continuité en a (la fonction n’est pas définie en a).
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Exemple 1.15 Etudier le prolongement par continuité en 0 de la fonction f définie par

f i 10,400 - R
X ~  xIn(x)

Exemple 1.16 Etudier le prolongement par continuité en 0 de la fonction f définie par

f : R*

—
X =

- =

Exemple 1.17 Etudier le prolongement par continuité en 1 de la fonction f définie sur R\{1} par

e six< 1

Vx e R\{1}, f(x)={ In(x) six>1
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2.1

Théorémes impliquant de la continuité
Dans toute cette section, il est impératif de travailler sur un intervalle.

Définition 2.1 Un intervalle est un sous-ensemble de R de la forme [a,b], ]a,b], [a,b[ ou ]Ja,b[ avec
a € R\{—oo} etbh € R\{+00}.

o Un intervalle est une partie de R “sans trou”. Par exemple, ] — 00,5] est un intervalle mais [—00,3]U
[4,5] n’en est pas un.

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Proposition 2.2 — TVI, v1. L’image directe d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

Lllustration graphique.

Proposition 2.3 —TVI, v2. Soient a < b deux nombres réels. On suppose que
@ la fonction f est continue sur [a,b].
Alors, pour tout k € [ f(a), f(b)], il existe ¢ € [a,b] tel que k = f(c).

Lllustration graphique.

De maniere générale, le TVI ne donne pas d’unicité. Il faut rajouter une hypothese de stricte monotonie
pour I’obtenir.

Proposition 2.4 Soient a < b deux nombres réels. On suppose que
@ Ila fonction f est continue sur [a,b]
@ la fonction f est strictement monotone sur [a,b]
Alors, pour tout k € [ f(a), f(b)], il existe un unique ¢ € [a,b] tel que k = f(c).

M. BOURNISSOU 8/13



Exemple 2.5 On considere la fonction f définie par

f + R - R
x b X342

Montrer que I’équation f(x) = 1 admet au moins une solution dans [2,3], ¢’est-a-dire

Ix € [2,3], 1=f(x).

Exemple 2.6 On considere la fonction f définie par

f + R - R
x P e =2x+1

Montrer que 1’élément e admet un antécédent (compris entre —1 et 0) par la fonction f.
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Proposition 2.7 — TVI, v3. Soient a < b deux nombres réels.

a) On suppose que
@ la fonction f est continue sur [a,b]

@ et f(a)f(b) 0.

Alors, la fonction f s’annule au moins une fois sur [a,b] :
dcefab],  f(c)=0

b) Autrement dit, si / est un intervalle et que f : I — R est une fonction continue qui ne s’annule pas
sur /, alors f garde un signe constant sur /.

Principe de dichotomie. Pour se simplifier, on suppose que f(a) <0 < f(b). Le but du principe de dichotomie est de
trouver ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0. L’idée est alors de s’approcher de ¢ en construisant deux suites qui I’encadrent «de
plus en plus proches». On définit deux suites (a, ) en et (b, )nen telles que ag = a et by = b, puis, pour tout n € N,
o Si f(%2%) <0, alors
an +by,

ap+1 = T et by+1="Dby
. o ayt+b, ‘ §
. Slj(T)>0,alors ,
all + n
Ap+1 = dp et byt = Y
On peut montrer que les deux suites (a, ),en et (b,)nen sont adjacentes et qu’elles convergent toutes les deux vers o le
point d’annulation de f sur [a,b]. [ |

Hllustration graphique.

Exemple 2.8 On considere la fonction f définie par

f + R - R
x P o =2

Montrer que f s’annule au moins une fois sur ]0,1[.
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Exemple 2.9 Montrer que 1’équation In(x) + 1 = —2x admet au moins une solution dans I = [ < ﬂ

2.2 Théoréme des bornes
| Définition 2.10 Un segment de R est un intervalle de la forme [a,b] avec a < b deux réels.

Proposition 2.11 — Théoréme des bornes, v1. L’'image directe d’un segment par une application
continue est un segment :

f([a,b]) = [m,M] avec m= min f(x) et M= nan}i]f(x)

x€[a,b]

Proposition 2.12 — Théoréme des bornes, v2. Soient a < b deux réels.
On suppose que
@ la fonction f est définie sur le segment [a,b]
@ la fonction f est continue sur [a,b].
Alors f est bornée et atteint ses bornes, autrement dit, elle admet un maximum et un minimum sur [a,b].

Hllustration graphique.
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Exemple 2.13 Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que
Vxe[0,1], f(x)>0.
1. Montrer qu’il existe m > 0 tel que
Vxe[0,1], f(x)=zm.

2. Montrer que ce résultat est faux si on ne travaille pas sur un segment.
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3 Breve extension aux fonctions complexes

Dans cette partie, I désigne toujours un intervalle non vide de R et non réduit a un point. Les fonctions
considérées seront maintenant a valeurs dans C.
Définition 3.1 Soient f € F(I,C) eta € l.
1. On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).
2. On dit que f est continue sur / six}?gst continue en tout point de /.

On peut se ramener facilement a étudier la continuité de fonctions a valeurs réelles grace a la proposition
suivante.

Proposition 3.2 Soient f € F(I,C) eta € 1.
1. La fonction f est continue en a si Re(f) et Im(f) sont continues en a.
2. La fonction f est continue sur / si Re(f) et Im(f) sont continues sur /.

Ce qui reste vrai Ce qui est faux/n’a pas de sens
o Les opérations sur les fonctions continues o Le théoreme des valeurs intermédiaires
o La notion de continuité a droite et a gauche e Toute comparaison au sens de <

o La caractérisation séquentielle de la continuité
o Toute fonction continue sur un segment est bornée

Exercice 3.3 Soit f : R — C définie par
Vi e R, f(t) =exp(t + itz)

Montrer que f est continue sur R.
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