TD 24 — Espaces vectoriels (Correction)

1 Combinaison linéaire

Exercice 1 - Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Soientu = (7,2,—6), u; = (2,1,—1), up = (1,1,1) etuz = (0,1,2). Montrer que u est une combinai-
son linéaire de u;,u; et us.

Soient a,b,c € R. On a
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Donc, finalement,

‘Lt:3~u1+]~ug*2~u3

et donc u est bien une combinaison linéaire des vecteurs u;, u» et us.
2. Soientu = (1,1,1),u; = (1,1,2) et up = (1,—1,0). Montrer que u n’est pas une combinaison linéaire
de u; et up.
Supposons par I’absurde que u est une combinaison linéaire des vecteurs u; et uy. Alors,
il existe deux réels a et b tels que u = auj + buy. Donc, les réels a et b sont solutions du

systeme
a + b = 1 b = %
a — b = 1 & b = -— %
2a = 1 a = '

2

C’est donc absurde. Ainsi, u n’est ‘ pas une combinaison linéaire ‘ des vecteurs u; et uy.

3. Montrer que M est une combinaison linéaire de M| et M; ou

(0 3) = 5) e (0

On peut remarquer directement (ou faire résoudre le systeme sous-jacent) que

1
M = =3My+ 5 M

4. Montrer que P = 2X3 4+ X — X2 est combinaison linéaire de X3, X2+ X, X2 —X et 1.

On peut remarquer directement (ou faire résoudre le systeme sous-jacent) que

P=2-X>4+0-(X>+X)+(=1)-(X*=X)+0-1




Exercice 2 - Soient E = R?, o € R et les deux vecteurs e; = (1,2,1) et e; = (1,0, ) de R®. Donner une
condition nécessaire et suffisante sur o pour que ez = (—3,—10,1) & Vect(ey, ez).

Raisonnons par équivalence.

e3 =(—3,—10,1) € Vect(ey,ez) < Ja,b € R, ez =ae| +bey

a + b = -3
& da,beR, 2a = —10
a + ba = 1
a + b = -3
< da,b €R, a = -5
a + ba = 1
b = 2
< da,beR, a = -5
baa = 6
So=3

Alinsi,

\e3:(—3,—10,1)ngect(el,ez) s a#3




Exercice 3- Soit G = Vect((1,—1,—1),(—6,1,4)). Les vecteurs vi = (1,4,1) et vo = (—1,0, 1) appartiennent-
ilsaG?

e Montrons que v = (1,4,1) € G, ¢’est-a-dire trouvons deux réels a et b tels que
vi=a(l,—1,—1)+b(—6,1,4).

Pour trouver les coefficients a et b, on peut résoudre le systtme donné par 1’égalité
au-dessus. Soient (a,b) €R*. Ona:

a—6b=1 a—6b=1 a=—5
v=a(l,—1,-1)+b(-6,1,4) < —a+b=4 & —5b=5 & b=-1
—a+4b =1 -2b=2 b=-1

Finalement, on obtient que

(vi=-5(1,-1,-1) = (=6,1,4) |

Et donc que ’ vi appartient a G. ‘

Montrons que v, = (—1,0,1) & G. Supposons par I’absurde que v; € G. Alors, il existe deux
réels a et b tels que

vy =a(l,—1,—1)+b(—6,1,4),

c’est-a-dire

a—6b=-—1 a—6b=1 a—6b=1
—a+b=0 & {-5h=-1 & qb=1
—a+4b=1 —2b=0 b=0

Les deux dernieres lignes sont incompatibles. C’est absurde. Donc | v, n’appartient pas a G.




Exercice 4 - Probléme d’identification. Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que, de maniére générale,
si, pour deux vecteurs X et ¥ dans E et quatre scalaires A, ,a,b, on a,

A-X+u-y=a-X+b-y
on ne peut pas en déduire que A = a et U = b. On exhibera un contre-exemple.

Dans E = R?, on peut remarquer que

o ()2 (o) 2 ()= () o o) ()

pourtant on ne peut pas identifier les coefficients devant chacun des vecteurs.




Exercice 5 - En effectuant des «manipulations sur les Vect», montrer les égalités suivantes.

1 1 2 0 1
a) Vect o),{1],(1 = Vect 11,11
1 3 4 2 3

On commence par échanger le deuxieéme vecteur par lui-méme moins le premier vecteur.

1 1 2 1 0 2
F = Vect O,11},11 = Vect of,11},11
1 3 4 1 2 4

Puis le troisieme s’échange en lui-méme moins le premier vecteur.

1 0 1
F = Vect 0],11 1
1 2 3
Puis le premier devient la somme des deux autres.
1 0 1
F = Vect 1 1 1
3 2 3

et en enlevant le vecteur redondant, on trouve

0 1
F = Vect | 1
2 3

b) Vect(1+X,X +X2X2+X+1) =Ry[X]

Par opérations, on se ramene a

Vect(1+X,X + X% X*+X + 1) = Vect(1,X,X?) = Ry [X]

0 1 1
c) Vect| [1].,]0],]1 =R3
1 1 0

Par opérations, on se ramene a

1 1 1 0\ /0
Vect | [1], (0], [1]]|=Veet| O], |1],{0]]|=R?
1 1 0 1




2 Sous-espace vectoriel

Exercice 6 - Pas des sev. Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des sous-espaces vectoriels.

a) {(xy) eR* [x+y=1} car (0,0) ¢ F
b) {(x,y) €R*|x <y} (car (0,1) € F mais (—1)-(0,1) ¢ F |
o) {(t,%) |t eR} (car (1,1) € F mais (—1)-(1,1) ¢ F |
d) {(x,y) eR?|xy=0} (car (1,0) € F et (0,1) € F mais (1,0) +(0,1) ¢ F |

e) {feZ(R,R)[VxeR,f(x) >0}

carx— 1 € F mais x — —1 QF‘

f) {f € Z(R,R) | fol f(r)ydt = 1} ‘ car la fonction nulle n’appartient pas a F ‘

g) L’ensemble des suites croissantes

car (1)yen € F mais (—1),en € F ‘

h) {(un)nen €RN | lit}rl u, =1} ‘ car la suite nulle n’appartient pas a F ‘
n—s oo

. 1 a - ; . N

1) 0 b |a,beR ‘ car la matrice nulle n’appartient pas a F ‘

j) Lensemble des polynémes P tels que deg(P) > 2

car le polyndome nul n’appartient pas a F’ ‘




Exercice 7 - Des sev. Montrer a I’aide de la caractérisation d’un sous-espace vectoriel que les ensembles
suivants sont des espaces vectoriels.

a) Fi ={(x,y2) €R}|x+y—2z=0}

Montrons que Fj est un sous-espace vectoriel de R3.
@ F est bien inclus dans R3.
@ L’élément neutre Ogs = (0,0,0) appartienta F; car 04+0—2x 0 =0.
® Soient u = (x1,y1,21) et v = (x2,y2,22) deux vecteurs de Fj, ¢’est-a-dire deux éléments
de R? qui vérifient

x1+y1—2z1=0 et X2+y2—22=0

et soient a et b deux nombres réels. Montrons que le vecteur au + by est dans Fj.
e Dans un premier temps, on peut calculer que le vecteur au + bv est donné par

au+bv=a(x,y1,21)+b(x2,y2,22) = (ax| +bxz,ay, +by>,az1 +bz) = (X, Y, Z).
e Montrons que au + bv € Fy, c’est-a-dire que
X+Y-2Z=0.
En utilisant le fait que u et v sont dans Fj, on obtient que

X+Y —27Z = ax| +bxy + ay; + by, — 2(azi1 + bzy)
=a(x; +y1 —2z1) +b(x2+y2 —222)
=a-0+b-0
=0.

Donc au—+ by € Fi.

Donc Fj est un ’ sous-espace vectoriel de R3.

b) > = {PeR[X]|P(1) =0}

Montrons que F> est un sous-espace vectoriel de R[X].
@ F, est bien inclus dans R[X].
@ Le polyndme nul appartient a F, car I’évaluation en 1 vaut 0.
® Soient P et Q deux polynomes de F; :

P(1)=0 o(1)=0
et a,b deux scalaires. Montrons que aP 4+ bQ € F,. Alors,
(aP+bQ)(1)=aP(1)+DbQ(1) =ax0+bx0=0

Donc aP+bQ € F>.

Donc F; est un ’ sous-espace vectoriel de R[X]. ‘

o {fe #RR)| Jj f(r)dr =0}
d) L’ensemble des fonctions constantes
e) L’ensemble des matrices antisymétriques

f) L’ensemble des suites bornées



Exercice 8 - Question ouverte.

1. Soit E = R3. Parmi les sous-ensembles F suivants de E, déterminer ceux qui sont des sous-espaces

vectoriels de E.
a) F={(x,yz) €R?|x+y—-2z=1} Non
b) F={(x,y,2) €R?|y+z=1x7} Non
¢) F={(x,y,z1) €R*|2x+3y+z=0} Dui
d) F={(x,52) €ER|x+2y+2z=0et3x—y+z=0} Oui

e) F={(x,y2) €R?|x=yz} Non

2. Soit E = .#(R,R) I’ensemble des fonctions de R dans R. Parmi les sous-ensembles F suivants de E
déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de E.

a) L’ensemble des fonctions continues sur R. Oui
b) L’ensemble des fonctions telles que f () = 3. Non

¢) L’ensemble des fonctions croissantes. Non

®)
=

d) L’ensemble des fonctions paires.

e) L’ensemble des fonctions majorées. Non



Exercice 9 - Avec un Vect. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels en montrant
que ce sont des sous-espaces vectoriels engendrés.

a) {(z,3t,t) |t € R}= | Vect((1.3,1))

b) {(a,a+b,b—c,c) |a,b,c € R}= Veet((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,~1,1))

) {(x,y) €R?|2x—y=0}=| Vecr((1,2))
d) {(x,y) €R?|x=y}= Vect((1,1))

&) {(x,3.2) €R®| =0} Vect((1,0,0),(0,1,0))

P (s Steseer=pa(( 0) 6 0) 6 o))

9 {a+(b—a)X+(2b—a)X?|a,beR} = Vect(l — X — X7 X +2X7)

h) {aX3+BX+a+B|a,BER}= Vect(X' +1.X 1)

i) {x— Le¥ + e | A1, € R}= | Vect(f1, f>) lavec fi:xrs e et frixrse™



Exercice 10 - Gare & I'union. Montrer que les ensembles
F={(x,y) €R*|x+y=0}et G={(x,y) €eR*x—y=0}
sont des sous-espaces vectoriels de R%. L’ensemble F U G est-il un espace vectoriel ?
On peut commencer par remarquer que

F = Vect((1,—-1)) et G = Vect((1,1))

donc ‘ F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R, ‘

L’ensemble ‘FUG n’est pas un sous-espace vectoriel de R%. ‘ En effet, (1,—1) € F et donc
(I,—1) € FUG. Mais aussi (1,1) € G donc (1,1) € FUG. Mais (1,—1)+(1,1) =(2,0) &
F UG (car il n’appartient ni a F' ni a G).

10



3 Forme paramétrique et conditionnelle

Exercice 11 - Du conditionnel au paramétrique. Ecrire les ensembles suivants sous forme paramétrique.
a) {(x,y) €R*|x+4y=0}
Soit (x,y) € R%. On a,

(x,y) €EF < x+4y=0
— x=—4y
— (xy) = (—4y)
<~ (x,y) € {(—41,1) |t €R}

D’ou

{(x,y) € R? |x+4y=0} = {(—4r,1) |t R}

b) {(x,52) ER*|2x—5y+z=0ety+z=0}

Soit (x,y,z) € R?. On a,

2x — 5y + z 0
(x,)/,<,)€F<:>{ o+ oz o= 0
— (...)
{x = =3z
y = z

D’ou

{(x,y,2) €R*|2x—5Sy+z=0ety+z=0} = {(-3z,~z2)]z€R}

¢) {PeRy[X]| P(0)=2P(1)}
Soit P = aX? +bX +c € Ry[X]. Alors,
PeF < P(0)=2P(1)
< c=2(a+b+c)
< 2a+2b+c=0
< c=—-2a-2b
& P=aX*+bX —2a—2b

D’ou

{(x,y,2) € R | 2x—5y+z=0ety+z=0} = {aX*+bX —2a—2b|a,b R}

11



d) {(? Z) € 4 (R) |a+b+c=2a—c+d=0}

a b

Soit M = (c d) € /> (R). On a,

MeF <— a+b+c=2a—c+d=0

P a + b +c = 0
2a — ¢ + d =0
— (...)
P, c = —a—b>b
d = —3a-b>
a b
‘:’M:(ab ~3a b)
Donc,
@b e MR)|a+b+c=2a—c+d=0; = “ b € #R)|abeR
c d o —a—b —3a—b o ’

12




Exercice 12 - Du paramétrique au conditionnel. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considere le vecteur de R? suivant : u; = (1,2,3). Soit G; = Vect(u;). Trouver un systéme
d’équation-s définissant G.

Soit G| = Vect((1,2,3)). Trouvons un systeme d’équation-s définissant G;. Soit u =
(x,y,2) €R3.

ue Gy <3JdaeR, a(l,2,3)=u

a=x
& daeR, 2a=y
3a=1z¢

e Siy=2xetz=3xalors ce systtme admet bien une solution.
e Siy=£2xouz=# 3x alors ce systeme n’admet pas de solution (lignes incompatibles).
Finalement,

ue Gy & y=2x et z=3x.

Donc

Gi1={(x,y,2) €R}|y=2x et z=73x}

2. On considere les vecteurs de R? suivants : u; = (1,2,3), up = (—1,0,1). Soit G = Vect(uy,uz).
Trouver un systeme d’équation-s définissant G,.

Soit G, = Vect((1,2,3),(—1,0,1)). Trouvons un systéme d’équation-s définissant G. Soit
u=(x,y,z) €R%.

ueG, < 3(a,b)eR? a(1,2,3)+b(—1,0,1)=u

a—b=x
& daeR, 2a=y
3a+b=z
b=3%—x
< Ja €R, a=73
b=z 1—‘

e Sij—x=z— % alors ce systeme admet bien une solution.
e Si 5 —x#z— % alors ce systeme n’admet pas de solution (lignes incompatibles).
Finalement,

3?
ueG, & fx:zf?) & y—2x=2z-3y & x—2y4+z=0

0=

Donc

Gy ={(x,32) €R* |x—2y+2=0}

3. On considere les vecteurs de R* suivants : u; = (1,2,0), uo = (2,1,0) et u3 = (1,0,1) Soit G3 =
Vect(uy,uz,u3). Trouver un systeéme d’équation-s définissant G,.

On montre de méme que

13



4 Famille génératrice

Exercice 13 - Famille génératrice via décomposition.
1. Montrer que ((1,2),(0,—1)) est génératrice de R>.
Soient e; = (1,2) et ez = (0, —1). Montrons que (ey,e>) est génératrice de R%.
® Les vecteurs e et e, appartiennent 4 R>.

@ Soit u = (x,y) € R?. Montrons qu’il existe a et b deux réels tels que u = ae; + be,.
Soient (a,b) € R%.

h . a=x . a=x
ae er=u
: ’ 2a—b=y b=2x—y

En prenant a = x et b = 2x —y on a bien u = ae| + be;. Ceci prouve que la famille

‘ (e1,e7) est génératrice de R,

2. Montrer que ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est génératrice de R>.
Soient e; = (1,0, 1), e =(1,1,0) ete3 = (0,1,1). Montrons que (e;,e2,e3) est génératrice
de R3.
@ Les vecteurs e, es et e3 appartiennent a R3.
@ Soit u = (x,y,z) € R>. Montrons qu’il existe a, b et ¢ trois réels tels que u = ae; +
bes + ce3. Soient (a,b,c) € R3.

a + b = X
aey+ber+ces =u& b + ¢ =y

a + ¢ =

a + b = X
=4 b + ¢ = y

- b + ¢ = z—x

a + b = X

& b + ¢ = y
2c = z—x+Yy

a s(x—y+2)
&b = Sty—2)

¢ = Hxty+o)

En prenant a = S(x—y+2z), b= 4(x+y—2z) et c = 2(—x+y+2z), on a bien u =

aey + bey + ces. Ceci prouve que la famille ‘ (e1,e2,e3) est génératrice de R>. ‘

3. Montrer que la famille (1,X +X?,X — X?) est génératrice de Ry [X].
Soient Py =1, =X+ X% et Py =X — X2

@ Les vecteurs Py, P, et P3 appartiennent a Ry [X].
@ Soit P =aX?+bX +c € Ry[X]. Alors, on peut montrer que

P=(42) Pt (~242) pter
—\272)" 2 T )T

Donc la famille‘ (1,X + X2 X — X?) est génératrice de Ry [X]. ‘

4. Montrer que la famille (M, M, M3, My) est génératrice de .#>(R) ou

10 0 1 10 0 1
(o W)= o) = (o o) =5 o)

@ Les vecteurs My, M», M3 et My appartiennent a .#>(R).

14



a b

@ Soit M = (C d) € />(R). Alors, on peut montrer que

M =dM,+cM+ (a—d)Mz+ (b—c)My

Donc la famille’ (My,M>,M3,My) est génératrice de .5 (R). ‘

15



Exercice 14 - Famille génératrice via un Vect. Ecrire les ensembles suivants sous forme d’un Vect et en
donner une famille génératrice.
1. F =Vect((1,2,0),(2,1,0),(1,0,1))
L’ensemble F est déja écrit comme un Vect. On en déduit directement que la famille
[((1,2,0),(2,1,0),(1,0, 1)) est une famille génératrice de F. |

2. F={(t,4),t € R} dans R?

Déterminons une famille génératrice de Fs = {(r,4¢),r € R}. L’ensemble est défini de
maniére paramétrique avec un parametre (Etape 1). Soit u € R%. On a

ueFs < 3 eR, u=(,4) (Etape 2)
& FeR u=1(1,4) (Etape 3)
& ue Vect((1,4)) (Etape 4)

Ainsi,

| Fs = Vect((1,4)) |

donc Fs est un sous-espace vectoriel de R? et la famille’ ((1,4)) est génératrice de Fs.

3. F = {(a,a+b,b),(a,b) € R*} dans R?

Déterminons une famille génératrice de F; = {(a,a+b,b), (a,b) € R*}. L’ensemble est

défini de maniére paramétrique avec deux paramétres (Etape 1). Soit u € R3. On a

ueF <  3a,b)eR? u=(a,a+b,b) (Etape 2)
< 3J(a,b) €R?, u=a(1,1,0)+b(0,1,1) (Etape 3)
& ue Veet((1,1,0),(0,1,1)) (Etape 4)

Ainsi,

[y = Veet((1,1,0),(0,1,1))|

donc F; est un sous-espace vectoriel de R? et la famille’ ((1,1,0),(0,1,1)) est génératrice de F;.

4. F ={(a+b,a—2b,3b—a),(a,b) € R*} dans R?

On montre de méme que

’F = Vect((1,1,-1),(1,-2,3)) ‘

et’ ((1,1,-1),(1,-2,3)) est génératrice de Fg. ‘

5. F={(x,5,2) €R? | x—2y+3z =0} dans R?

Déterminons une famille génératrice de Fo = {(x,y,z) € R? | x —2y+ 3z = 0}. L’ensemble
est défini de maniere conditionnelle avec trois inconnues et une équation. Soit u =
(x,y,z,t) €ER*. Ona:

ucky & x—2y+3z=0

On a une équation pour trois inconnues : on choisit une inconnue principale - par exemple
X - que I’on exprime en fonction des deux inconnues restantes, ici y et z.

uck & x=2y—3z
Ainsi, on obtient que
uek < u=(2y-3z,y2)
< u=y(2,1,0)+2z(-3,0,1)

& ue Vect((2,1,0),(—3,0,1))

16



Ainsi,

| Ry = Veet((2,1,0),(~3,0,1) |

donc Fy est un sous-espace vectoriel de R? et la famille’ (2,1,0),(—3,0,1) est génératrice de Fy.

6. F={(x,y,2,t) ER* | x+y+z=0et2x+y+z—t =0} dans R*

Déterminons une famille de génératrice de Fio = {(x,y,z,/) €ER* | x+y+z=0et 2x+y+
z—1 =0}. L’ensemble est défini de maniére conditionnelle avec quatre inconnues et deux
équations. Soit u = (x,y,z,/) €R*. Ona:

x + y + z =0

u€fo & (5){2x+y+zro

On a deux équations pour quatre inconnues : on choisit deux inconnues principales - par
exemple x et y - que I’on exprime en fonction des deux inconnues restantes, ici z et ¢, grace
a la méthode du pivot de Gauss.

& e {7

x = t
&
{ y = —z-—t

- =
I+
IS IEA

o

Ainsi, on obtient que
ueFy & u=(,—z—1t,z1)
< u=2z(0,—-1,1,0)+1(1,—1,0,1)
< ue Vect((0,—1,1,0),(1,-1,0,1))

Ainsi,

’F10:Vect((O,—l,170)7(1,—170,1))‘

donc Fj est un sous-espace vectoriel de R* et la famille’ (0,—1,1,0),(1,—1,0, 1) est génératrice de Fyo.

7, F:{(‘j Z) e///z(R)|a+b=c—d:o}

On montre de méme que
1 -1 0 0

8. F = {PeRs[X]|P(1) = P'(1) = 0} dans Rs[X]

On montre que

F = Vect(X® —3X +2,X> —2X +1)

9. F={P e Rs[X] | 2P(X +1) = XP'(X)} dans R3[X]

On montre que

F = Vect(X? —4X 4 3)

17



Exercice 15 - Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels et en donner une famille
génératrice.
1. L’ensemble des solutions sur R de 1’équation y' —xy =0

)

Vect(x—eT)

2. L’ensemble des solutions sur R de 1’équation y” +y =0

Vect(cos, sin)

3. L’ensemble des suites (i, ),en Vérifiant u, o + 4u,1 +4u, =0

| Veet(((~2)"nen: ((=2)"Jnen) |

4. L’ensemble des fonctions constantes sur R

Vect(x+— 1)

5. ’ensemble des fonctions affines sur R

‘ Vect(x — 1,x > x) ‘

18



Exercice 16 - Soit n > 2. On note (ey,...,e,) la base canonique de R" et on considere F' la partie de R"

définie par,
F:{(xla ...,Xn) cR" |.X1+"'+-xn:()}.

Pour tout i € {1,...,n— 1}, on pose u; = ¢; — e,. Montrer que F = Vect(uj,...u,_1) et en déduire une
famille génératrice de F.
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S Intersection et Somme de sous-espace vectoriel

Exercice 17 - On pose F = {(x,,2) €R*| 2x+y—3z=0} et G= {(2a+b,a—b,3a—b) | a,b € R}.
1. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R>.

On a,

F =Vect((1,-2,0),(0,3,1)) et  G=Vect((2,1,3),(1,—1,—1))

Donc ‘ F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R>. ‘

2. Sans calcul, justifier que F N G est un sous-espace vectoriel de R>.

Résultat du cours : ‘ L’intersection de deux sev est un sev. ‘
3. Déterminer FF N G.
Soit (x,y,z) € FNG. D’une part

2x+y—3z=0
D’autre part, il existe a et b tels que
(x,y,2) = 2a+b,a—b,3a—Db)
En combinant, on trouve que a = b. D’ou
(x,9,2) = 2a+b,a—b,3a—b) = (3a,0,2a)

Ainsi,

|FNG = {(3a,0,2a)|a € R} = Vect((3,0,2)) |

4. Déterminer une famille génératrice de F + G.

On sait que
F = Vect((1,-2,0),(0,3,1)) et G = Vect((2,1,3),(1,—1,—1))

donc
F+ G = Vect((1,-2,0),(0,3,1),(2,1,3),(1,—1,—1))

etlafamille‘ ((1,-2,0),(0,3,1),(2,1,3),(1,—1,—1)) est une famille génératrice de F + G. ‘

5. La somme F + G est-elle directe ?

Comme F NG # {0}, la somme F + G n’est
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Exercice 18 - Soient F = {P € R3[X] | P(0) = P(1)} et G = Vect(X — 1, (X —1)?).
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3[X].

On montre que

F = Vect(—X> +X2 —X>+X,1) et G=Vect(X —1,(X—1)?)

Donc ‘ F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3[X]. ‘

2. Déterminer une famille génératrice de F N G.

Soit P € FNG. D’autre part

D’autre part, il existe a et b tels que
P=a(X —1)+b(X—1)?

On en déduit que
—a+b=0

Donc,
P=aX—-1)+aX—-1)>?=aX-D[1+X—1]=a(X -1)X

Donc

[FNG = Veet((X —1)X)|

etla famille‘ ((X — 1)X) est une famille génératrice de F NG. ‘

3. Déterminer une famille génératrice de F + G.

On montre que

F+G=Vect(—X>+X> -X>+X,1,X - 1,(X - 1)?))

ce qui surement simplifiable...

4. La somme F + G est-elle directe ?

Comme F NG # {0}, la somme F + G n’est

21



Exercice 19 - On définit les vecteurs suivants de E = R*: ii; = (1,0,0,0), i, = (1,1,0,0), it3 = (1,1,1,0)
etis = (1,1,1,1). On pose F = Vect(ii, ) et G = Vect(ii3, i4). Montrer que E = F & G.

Montrons que E = F ® G.

e Montrons que F NG = {Ogs }. Soit u = (x,y,z,¢) € F N G. D’une part, comme u € F, on
sait qu’il existe a et b tels que

u = aily + bii, = (a+b,b,0,0)
D’autre part, comme u € G, on sait qu’il existe ¢ et d tels que
u=cizs+diy=(c+d,c+d,c+d,d)
En combinant ces deux égalités, on trouve,
(a+0,0,0,0)=(c+d,c+d,c+d,d)
On obtient alors d = 0 (avec la 4ieme coordonnée), puis ¢ = 0 (avec la troisieme). Ainsi,
u=(c+d,c+d,c+d,d)=(0,0,0,0)

Dot [ FNG = {Ops}.
e Montrons que E = F + G. D’apres les propriétés sur les vect, on sait que

F+G= VeCt(ﬁl,ﬁz,ﬁ3,ﬁ4)

On va alors réaliser des opérations pour montrer que F +G = R* :

1 1 1 1
0 1 1 1
F+ G = Vect ol'lol 11111
0 0 0 1
1 1 1 0
0 1 1 0 . .
= Vect ol’lol’l1l'lo (M4 S Ug — M})
0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 0 0 . I,
= Vect ol lol 11110 (i3 < 1i3 — i2)
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0 N .
= Vect ol lol' 11110 (thy < Uiy — 1)
0 0 0 1
=R*
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Exercice 20 - Soient F = {(x,y,z) €R® | x—y—4z=0} et G = Vect (1,—2,—1). Montrer que F et G sont
supplémentaires dans R>.

e Montrons que F NG = {0gs3}. Soitu = (x,y,z) € FNG. Comme u € F, on a
x—y—4z=0
De plus, comme u € G, il existe a € R tel que
u=a(l,-2,—1)=(a,—2a,—a)
En combinant les deux informations, on a,
a—(—2a)—4(—a)=0
D’ou 7a = 0, ¢’est-a-dire a = 0 et donc
u=(a,—2a,—a)=(0,0,0)

Etdonc | FNG = {0g3}.
e Montrons que £ = F' + G. On peut montrer que

F = Vect((1,1,0),(4,0,1))

Donc,
F + G = Vect((1,1,0),(4,0,1),(1,-2,—1))

Puis par opérations sur le vect, on montre que
= Vect((1,0,0),(0,0,1),(0,1,0))
D’ou|F &G =R>.
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Exercice 21 - Soient F = Vect(X,X?) et G = {P € Ry[X] | P’ = 0}. Montrer que F &G = R, [X].

e Montrons que F NG = {0}. Soit P € F N G. D’une part, il existe a,b € R tel que

P =aX +bX*
D’autre part,
P =0
D’ou
a+2bX =0

Donc en identifiant les coefficients, a = 0 et b = 0. Donc, P est le polyndme nul. D’ou
FNG={0}
e Montrons que E = F' + G. On peut montrer que

G = Vect(1)

Donc,

Dot | F &G = Ry[X].

= Vect(1,X,X?) | = Ra[X]
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Exercice 22 - Soit E = %/([0,1],R). On considere F = {f € E | [, f(t)dt = 0} et G I’ensemble des
fonctions constantes. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

e Montrons que F NG = {0}. Soit f € FNG. D’une part, il existe ¢ € R tel que
Vx € [0,1], fix)=c¢
D’autre part,
Ol f(x)dx=0
D’ou

O:/O.lf(x)dx:/lcdx:[cx}(l)zc

0

Dong, f est la fonction nulle. D’out | FNG = {0}
e Montrons que E =F +G. Ona F + G C E. Montrons que E C F + G. Soit f € E. Alors,

=1 [ seaxt [ oo
e

cr €G
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