DM 6

A rendre pour le mardi 24 février (facultatif)
Exercice 1 - Dans cet exercice, on cherche a déterminer les polyndmes P € C[X ] vérifiant
P(X*=1)=P(X-1DP(X+1) (E)

1. Déterminer les polyndmes constants solutions de (E).

Soit P = ¢ € C[X] un polyndme constant (avec ¢ € C). On a,

P(X*=1)=P(X-1DP(X +1)

P solution de (E) =
= c=cXc
= c2 -c=0
= c(e=1)=0
=

c=0ouc=1

Ainsi, les polyndmes constants qui sont solutions de (E) sont

P=1 ou

2. Déterminer les polyndmes de degré 1 solutions de (E).

Soit P = aX + b € C[X] un polyndme de degré 1 (avec a,b € C, a # 0). On a,

Psolutionde (E) <  P(X*—1)=P(X-1)P(X+1)

= aX*-D+b=[a(X-1)+b]x[a(X +1)+b]
= aXz—a+b=[aX—a+b]><[aX+a+b]
= aXz—a+b2512)(2+2(1b)(+})2—a2
2

a=a
= 0=2ab

—a+b=b2—az

a=1
P, 0=2ab cara+0

—a+b=b2—c12

a=1
= b=0

|
=1

-1

Ainsi, il existe un unique polyndme de degré 1 qui est solutions de (E), qui vaut

On suppose pour toute la suite P non constant vérifiant I’équation (E). On note d = deg(P) > 0.
3. Quel théoreme assure alors 1’existence d’une racine de P dans C ?

Comme P est un polyndme non constant de C[X ], d’apres le ‘ théoreme de d’ Alembert-Gauss,
il admet au moins une racine dans C.




Soit a € C une racine de P. On pose uy = a et pour tout n € N,

2
Up+1 = Uy + 2uy

4. Montrer que,

VneN, un+1=(un+1)2—l
Soitn € N. On a,
(u, + 1)2 -1|= ui +2u,+1—1 en développant
= ui +2u,

d’apres I’énoncé

5. Montrer par récurrence, que pour tout n € N, i, est une racine de P.

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, P(n) : « P(u,) = 0» est vraie.
e Initialisation. Montrons que P (0) est vraie. D apres 1’énoncé,

P(uy) =P(a) =0

(car a est une racine de P). Donc P(0) est vraie.
* Hérédité. On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire on
suppose que
P(u,) =0

Montrons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire montrons que

P(uy.1) =0
On a,
P(u,qq) = P(u,% +2u,) d’apres I’énoncé
=P((u, + 1)2 -1) d’apres la question précédente

=P(u, +1—=1)xXP(u, +1+1) car P vérifie (E)

= P(u,) X P(u, +2)

=0X XP(u, +2) d’apres I’hypothese de récurrence
=0

D’ou P(n+ 1) vraie.
e Conclusion. Par principe de récurrence, on a montré que, pour tout n € N, P(n) est
vraie, ¢’est-a-dire, pour tout n € N, P(u,) = 0, ¢’est-a-dire

’ Vn €N, u, estracine de P

6. Expliquer pourquoi on ne peut pas (encore) conclure de la question précédente que P admet une
infinité de racines.

A la question précédente, on a démontré que, pour tout n € N, u, est une racine de P.
Comme on ne sait pas (encore) que les termes de la suite sont deux a deux distincts, on ne
peut pas en conclure que P admet une infinité de racines.



On suppose dans cette partie que @ € R est une racine réelle de P et on définit f :

R-R
xl—>x2+2x

7. Préciser le tableau de variations de f. On fera apparaitre dans le tableau les limites qui auront été
soigneusement justifiées au préalable.

La fonction f est dérivable sur R et
VxeR, f(x)=2x+2=2(x+1)

On en déduit alors le tableau de signes de f’ puis les variations de f de la maniére suivante.

X — 00 —1 + 00
) -0+
+00 +00
f T —

Pour les limites, on peut commencer par remarquer que

. .2 .
lim 2x=+ooet lim x~ = +00 donc, par somme lim f(x)=+00
X—+00 X—+00 X—+00

Pour la limite en — o0, a priori, on est face a une forme indéterminée, que 1’on résout en
remarquant I’équivalent suivant :

flx) ~ X donc lim f(x)= lim X' = +00
x—+00 x——00 X——00

8. En déduire que u; € [—1,+00[.

Grace a la question précédente, on peut remarquer que
VxeR, flx)= -1

Or, u; = f(ug) et donc,
up = —1

9. Premier cas. On suppose dans un premier temps que u; € |0, +00[.
(a) Montrer qu’alors, pour tout n € N*, 1, €]0,+0o[.

c’est-a-dire

z * .
Montrons par récurrence que, pour tout n € N°, P(n) : « u, > 0» est vraie.
e Initialisation. Montrons que P (1) est vraie. D aprés 1’énoncé,

M1>0

Donc P(1) est vraie.
e Hérédité. On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire on
suppose que
u, >0
Montrons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire montrons que
Ups1 > 0
On a, )
Ups1 = U, +2u, >0

comme somme de deux termes strictement positifs (en utilisant I’hypothese de
récurrence). Dot P(n+ 1) vraie.



e Conclusion. Par principe de récurrence, on a montré que, pour tout n € N, P(n)
est vraie, ¢’est-a-dire,

’VnEN, u, >0

(b) Montrer alors que la suite (u,),en* €st strictement croissante.
Soit n € N. On a,
2 2
Upt] —Up = Uy t+ zun —Up = Uy T+ Uy > 0
en utilisant la question précédente. Donc la suite (u,),en* €st strictement croissante.
(c) En déduire une contradiction a propos de P.

Comme la suite (u,),en* est strictement croissante (cf Question précédente), tous les
termes de la suite sont 2 & 2 distincts. Or, on avait vu a la question 5 que pour tout
n € N, u, est une racine de P. On en déduit donc que P admet une infinité de racines.

Donc

Ce qui est absurde car P est supposé étre un polyndme non constant. Donc u; ¢]0, +oo[

Deuxieéme cas. On suppose que si u; € [—1,0[, alors on aboutit aussi & une contradiction.
10. Finalement, que vaut u; ?

D’apres la question 8, on sait que u; € [—1,400[. Or, grice a la question 9, on a montré
que u; ¢10,+00[ (car sinon on aboutit & une contradiction). De méme 1’énoncé nous dit
que u; ¢]—1,0[. Donc nécessairement, u; = 0.

11. En déduire que 1’unique racine réelle de P est 0.

D’apres la question précédente, on sait que u; = 0. Or uy = f(ug) = f(a). Ainsi,
a*+2a=0

c’est-a-dire @ = 0 ou a = —2. Supposons par I’absurde que a = —2 est une racine de P.
Alors, en évaluant (E) en —3, on obtient,

P(8) =P(—4)xP(-2)=0
Ainsi, 8 est aussi une racine de P. Ainsi, si ug = 8, alors u; = 64+ 16 > 0 ce qui est en
contradiction avec la question 9. Donc forcément a = 0. L’unique racine réelle de P est 0.

12. On admet que P n’admet pas de racine dans C\R. Conclure sur I’ensemble des solutions de (E).

Drapres la question précédente, 0 est 1’'unique racine réelle. De plus, d’apres 1’énoncé,
P n’admet pas de racine dans C\R. Donc 0 est I’'unique racine complexe de P. Ainsi, il
existe n € N* tel que

pP=X"

Ainsi, les seuls polyndmes vérifiant (E) sont les polyndmes constants ’ P=1 ‘ ou ’ P=0 ‘ et

les polyndmes non constants de la forme avec n € N*.




