TD 25 — Probabilités (Correction)

1 Espace probabilisé
Exercice 1 - On lance 10 fois une piece. Pour tout k € {1,...,10}, on note P, I’événement « on obtient

pile au k-ieme lancer ». Exprimer les événements suivants en fonction des Py :
1. A : « On obtient face aux deux premiers lancers. »

Al :F| ﬂFz

2. Az : « On obtient le premier pile au troisieme lancer. »

(A, =P\ PN Py

3. Az : « On obtient le premier pile apres le quatrieme lancer »

A3 =P NP,NPsNPyN(PsUPU---UPyg)

4. A4 : « On n’obtient que des piles. »

10
Ay =P NPN---NPo= mP""
k=1

5. As : « On obtient au moins une fois face. »

10
As =P UP,U---UPg = | J Py
k=1

6. Ag : « On n’obtient jamais face. »

10
Ag=PINPN---NPo= ﬂPk
k=1

7. A7 : « On obtient exactement 9 piles consécutifs ».

A7:(Plﬁ"'ﬂPoﬁFl(OU(ﬁlﬁPzﬁ"'um)‘




Exercice 2 - Soient P un espace probabilisé fini et A, B, C trois événements. Ecrire « ensemblistement » les
événements suivants :

1. A

: « L’un au moins des trois événements est réalisé. »

A =AUBUC

: « Un et un seul des trois événements est réalisé€. »

‘AQ =(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) ‘

. « Au moins deux des trois événements sont réalisés. »

A3 = (ANB)U(ANC)U(BNC)|

. « Exactement deux des trois événements sont réalisés. »

‘A4: (AmBmé)u(AmEmC)u(ZmBmc)‘

. « Aucun des trois événements n’est réalisé€. »

: « Au plus deux des trois événements sont réalisés. »

A¢=(ANBNC)=AUBUC




Exercice 3 - On lance une pigce 5 fois. On note, pour tout k € {1,...,5}, A; «On fait pile au k-iéme lancer».
Expliciter a I’aide d’une phrase chacun des évenements suivants.

5
a) U Ak
=1

‘ Obtenir Pile au moins une fois lors des cinq lancers.

5
b) N Ak
k=1

‘ Obtenir que des Pile lors des cinq lancers.

5 5
o U NA

p=Llk=p

‘ Il existe un lancer a partir duquel on obtient que des Pile.




Exercice 4 - Soit Q = {1,2,3,4,5,6} et P la probabilité définie par

o |1]2|3]4]5]|6
P({w})

D=
N
W=
O~
\Ool—

1. Déterminer P({6})

On sait que
6
Y P({k}) =1
k=1

On en déduit que

P({6}) |=1-P({1}) - P({2}) = P({3}) — P({4}) — P({5})

2. Onpose A ={2,3} et B= {5}. Déterminer P(AUB), P(ANB) et P(A).
Comme {2}, {3} et {5} sont disjoints, on a,

({2,3,5})

P(AUB)|=P
pP({2}u{3;u{s5})
P
1

({21) +P({3}) + P({5})
1 1

67379

11

B

Puis,

|P(ANB) = P(0) =0

Et enfin, en passant au complémentaire,

P(A) =1—P(A)
Or,
pay= Lyl 1
6 3 2
Donc
|
P( )*5




Exercice 5 - Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et A,B € &(Q) deux événements tels que P(A) =
P(B) = 3/4. Déterminer un encadrement de P(AUB) puis de P(ANB). On pourra utiliser la formule du
crible normalement hors programme.

Comme
ACAUBCQ

p‘dl’ croissance,
P(A) < P(AUB) < P(Q)

c’est-a-dire

<P(AUB) < 1

W

De plus, d’apres la formule du crible
P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB)

Or,
3
—1<—P(AUB) < ~7

et donc, comme P(A) = P(B) =

s

(98]

IN

P(ANB)

IA
W

| =




Exercice 6 - Un dé cubique pipé a ses faces numérotées de 1 a 6. La probabilité d’obtenir le 1 est 1/10.
Les probabilités respectives d’obtenir 1,2,3,4,5,6 sont les termes consécutifs d’une suite arithmétique.
1. Calculer les probabilités des événements élémentaires.
Notons r la raison de la suite arithmétique. La distribution de probabilité vaut alors :

2 3 4 5 6
1
m—FSI’

[0} 1

PHo}) | 15 | s5+7 | fg+2r | 5+3r | §5+4r

Or, on sait que la somme des probabilités élémentaires vaut 1, ce qui donne ici :

1 1 1 1 1 1
—Jr—+r+—+2r+—+3r+—+4r+m+5r:l

10 10 10 10 10
Au final, on trouve,
2
F=—
75
La distribution de probabilité vaut donc,
0] 1 2 3 4 5 6
1 19 23 27 31 35
PH{o}) | 15 | 755 | 150 | 150 | 150 | 150

2. Calculer la probabilité d’obtenir un chiffre supérieur ou égal a 3.
Notons T I’éveénement «Obtenir un chiffre supérieur ou égal a 3». On peut commencer par

remarquer que
T ={3,4,5,6}

Or les évenements {3}, {4},{5} et {6} sont disjoints donc,

P(T)|=P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6})
B 23 27 31 35

=150 T 150 " 150 T 150

116

=150

58

=75




2 Probabilité uniforme

Exercice 7 - Une urne contient 9 boules numérotées de 1 a 9. On tire deux boules successivement et avec
remise. Déterminer

1. la probabilité d’obtenir deux boules portant toutes les deux des numéros pairs,

2. puis la probabilité d’obtenir deux boules portant toutes les deux des numéros de méme parité.

Voir correction manuscrite (fichier annexe).



Exercice 8 - Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On effectue n tirages
successifs et sans remise dans cette urne. Quelle est la probabilité d’obtenir n boules noires ? On pourra
commencer par traiter le cas n = 3.

Voir correction manuscrite (fichier annexe).



Exercice 9 - A ’entrée d’un immeuble, on dispose d’un clavier de 9 touches : 1,2,....9. Le code d’ouverture
de la porte est composé d’un nombre de quatre chiffres.
1. Combien y a-t-il de codes différents ?
2. Le code a été changé et choisi au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu’il comporte au moins une fois le chiffre 7 ?
(b) Quelle est la probabilité que tous les chiffres soient pairs ?
(c) Quelle est la probabilité que les quatre chiffres soient différents ?

Voir correction manuscrite (fichier annexe).



3 Probabilités composées, totales et Bayes

Exercice 10 - On dispose de trois urnes numérotées de 1 a 3. Pour tout k € {1,2,3}, ’urne numéro k
contient k boules blanches et (3 — k) boules noires. L’ expérience consiste & choisir une urne au hasard, puis
a tirer au hasard une boule dans cette urne. Pour tout k € {1,2,3}, on note Uy, I’événement «Obtenir I'urne
numéro k» et B I’événement «On obtient une boule blanche».

1. Quelle est la probabilité que I’on choisisse ’'urne 1 ?

2. Quelle est la probabilité qu’on tire une boule blanche sachant qu’on a choisit I’'urne 1 ?

3. Quelle est la probabilité que I’on choisisse ’'urne 1 ou ’'urne 2 ?

4. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit blanche ?

5. Quelle est la probabilité que la boule tirée provienne de I'urne 1 sachant que la boule est blanche ?

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 11 - On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne contenant 7 boules blanches
et 3 boules rouges.

Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit rouge?

Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges ?

Quelle est la probabilité que la seconde boule soit rouge ?

Quelle est la probabilité qu’au moins I’'une des deux boules soit rouge ?

La seconde boule tirée est rouge. Quelle est la probabilité que la premiere boule le soit aussi ?

Nk L=

Pour tout k € {1,2}, notons R; 1’événement «Obtenir un boule rouge au k-iéme lancer» et By =
Ry, c’est-a-dire I’évenement «Obtenir un boule noire au k-ieme lancer». On peut représenter la
situation par 1’arbre de probabilité suivant.

% R
R, —
10 T
im
\ % R2
10 B, _—

1. On cherche a calculer P(Ry). D’apres 1’énoncé, comme au premier tirage, la probabilité
de tirer chaque boule est uniforme, on a

3
P(R)) =
(R1) T
2. On cherche a calculer P(R} NRy). D’apres la formule des probabilités composées, on a,
PRy (Ry) | = P(Ry) % Pe (Ry) = — x 2| =
1NRy) |= 1 ’i(R2) = 162917 15

3. On cherche a calculer P(R;). Comme (Ry,B)) est un systéeme complet d’évenements,
d’apres la formule des probabilités totales, on a

P(RQ) = P(Rl) X PR] (Rz) +P(Bl) X PBI(R2)

10 9 10 9
_1 7

=15 30

73

=10

4. On cherche a calculer P(Ry URy). En utilisant la formule du crible, on a

P(R] URz) :P(R1>+P(R2) 7P(R] ﬁRz)

73 3 1
0 "0 15
78
15

en utilisant les valeurs trouvées aux questions 1, 2 et 3.
5. On cherche a calculer Pg,(Ry). D’apres la formule de Bayes, on a

P(Ry) X Pz, (R>) x2[ 2
Pry(R) | = R = D | =




Exercice 12 - Un systeme complexe est formé de trois machines M|, M, et M3 qui peuvent indépendamment
tomber en panne dont les probabilités de panne sont respectivement : py, p» et ps3.
Le systéme tombe en panne dés que 1’une au moins des trois machines est en panne.

1. Déterminer la probabilité de panne du systeme.

2. Le systeme étant tombé en panne, quelle est la probabilité que la machine M soit tombée en panne ?

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 13 — Exceptionnellement, on pourra utiliser la calculatrice pour les applications numériques.
Une maladie touche 20% de la population d’un pays. Lors d’un dépistage de la maladie, on utilise un test
biologique qui a les caractéristiques suivantes :

e lorsque la personne est malade, la probabilité d’avoir un test positif est 0,70.

e lorsque la personne n’est pas malade, la probabilité d’avoir un test négatif est 0,95.
On choisit une personne au hasard dans cette population. On appelle valeur prédictive positive du test (VPP),
la probabilité qu’une personne soit malade sachant que le test est positif. On estime que ce test est efficace
pour une population donnée lorsque cette probabilité est supérieure a 0,95.

1. Calculer la valeur prédictive positive de ce test. Ce test est-il efficace sur la population étudiée ?

2. Mémes questions en supposant cette fois que 60% des personnes sont touchées.

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 14 - Soit p €]0,1[. On lance plusieurs fois une piece donnant & chaque lancer Pile avec la
probabilité p. On arréte les lancers
e soit, si on n’obtient aucun pile lors des cinq premiers lancers, on s’arréte apres le cinquieéme lancer
e soit, on s’arréte apres avoir eu le premier Pile (pendant les cinq premiers lancers).
On note, pour tout k € {1,...,5}, X; ’événement «On a effectué k lancers». Calculer

Vke{l,...5}, P(X).
On suppose que les lancers sont indépendants.

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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4 Indépendance

Exercice 15 - Soit Q = {1,2,3,4,5,6}. On pose A = {1,2} et B = {2,3}. Dans les deux cas suivants, les
évenements A et B sont-ils indépendants pour P ?
1. Pour P définie par

o | 1|23 |4]|5]|6
Po}) | ¢ ¢ |33

Comme les évenements {1} et {2} sont disjoints, on a,

el
el

P(A) = P UL2) = PN +P(2)) = g+ e =2 = 3

De méme,
P(B) =
2
De plus,
1
P(ANB)=P({2}) = G
Donc,

P(ANB) = P(A) x P(B)

et les évenements | A et B sont indépendants. ‘

2. Pour P la probabilité uniforme sur Q

De méme, on calcule que
P(A) =

Donc
P(ANB) # P(A) x P(B)

et les évenements ‘ A et B ne sont pas indépendants. ‘

15



Exercice 16 - On lance deux fois un dé équilibré et on considere les événements suivants :
e A;:“lasomme des deux lancers est égale a 6”.
e Aj: “lasomme des deux lancers est égale a 7.
e B: “le premier lancer donne 4”.
Les événements A et B sont-ils indépendants ? Les événements A, et B sont-ils indépendants ?

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 17 — On lance trois pieces de monnaie amenant pile avec la probabilité p €]0, 1[. Les trois lancers
sont indépendants. Soient A 1’événement “ il est apparu au moins un pile et au moins un face” et B
I’événement “ il est apparu au plus un pile”. Les événements A et B sont-ils indépendants si p = 1/47? si

p=1/27

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 18 — Une famille a deux enfants. On suppose que la probabilité d’avoir une fille est la méme que
celle d’avoir un garcon. On considere les trois événements suivants: A «Les deux enfants sont de sexes
différents», B «L’ainé est une fille», C «Le cadet est un garcon». Montrer que A, B et C sont deux a deux
indépendants mais ne sont pas mutuellement indépendants.

On a,

P(A)=P((FING2)U(GINF))

P(FiNG,)+P(GNF,) (événements disjoints)

=P(F) xP(G2)+P(G) x P(R) (événements indépendants)
1
2
1

I 1 1
X

D’apres la formule des probabilités totales,

P(B) = P(F)
ZP(Gl) x Pg, (Fz) +P(F1) X Pg, (Fz)
!
2
Et enfin,
1
P(C) = P(GI) = 5
De plus,
1
P(ANB)=P(G|NF,) = 1
et :
P(ANC)=P(GINFk) = 1
et

1
P(BNC)=P(RNGI)= 5

Ainsi, on peut vérifier que

P(ANB) = P(A) x P(B)
P(ANC) = P(A) x P(C)
P(BNC) = P(B) x P(C)

et donc les événements ‘ A, B et C sont deux a deux indépendants. ‘ Cependant,

1
P(ANBNC) =P(RNGI) = ;

Donc,
P(ANBNC) # P(A) x P(B) x P(C)

et ¢ les événements ‘ A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants. ‘
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S Type concours

Exercice 19 - Une urne U contient 3 boules blanches et 4 noires, et une urne U, contient 4 boules blanches
et 3 noires. On effectue une infinité de tirages dans les conditions suivantes :

e tous les tirages se font avec remise;

e on effectue un premier tirage dans Uy;

e si un tirage donne une boule blanche le tirage suivant se fait dans Uy, sinon il se fait dans Uj.
Pour tout n € N*, on note B, I’événement «Obtenir une boule blanche au n-iéme tirage» et p, = P(By,).

1. Déterminer, pour tout n € N*, p,.11 en fonction de p,,. On pourra tracer une portion de I’arbre des

probabilités qui correspond seulement aux tirages numéro n et n+ 1.
2. En déduire la valeur de p, pour tout n > 1.

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 20 - On considere une urne U contenant deux boules blanches et une boule noire indiscernables
au toucher, ainsi qu'une urne V contenant une boule blanche et trois boules noires indiscernables au toucher.
On effectue une série de tirages d’une boule en procédant comme suit :

e le premier tirage a lieu dans U;
e tous les tirages s’effectuent avec remise de la boule piochée dans 1’urne dont elle provient;

e si I’on pioche une boule blanche lors d’un tirage, le tirage suivant a lieu dans 1’autre urne;
e si ’on pioche une boule noire lors d’un tirage, le tirage suivant a lieu dans la méme urne.
Pour n € N*, on notera
e U, I’événement “ le n-ieme tirage s’effectue dans I'urne U”’;
o V, I’événement “ le n-ieme tirage s’effectue dans I’'urne V’;
e B, I’événement ““ la n-ieme boule est blanche”;
e N, I’événement “ la n-ieme boule est noire”.
OnaP(U))=1.
(a) Calculer P(U>).

(b) Calculer P(Us).
2. Déterminer la probabilité d’obtenir trois boules blanches lors des trois premiers tirages.

3. Une personne arrive a I’issue du deuxieme tirage et sait simplement que la boule qui vient d’étre tirée
est blanche. Quelle est la probabilité que le deuxieme tirage ait eu lieu dans I’'urne U ?
4. (a) Démontrer en utilisant la formule des probabilités totales que, pour tout n € N*,

—_—

1 1
Py =—+—P(U,
( n+1) 4 + 12 ( n)
(b) Ecrire alors une fonction python prenant en entrée un entier n € N* et qui renvoie la valeur de
P(U,), en utilisant cette relation.
. Déterminer alors la valeur de p,, = P(U,) en fonction de n € N*.
6. Déterminer P(B,) en fonction de n € N*

|91

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 21 - Chaine de Markov. On considere trois points A, B, C du plan. L’ objectif de 1’exercice est
I’étude du mouvement aléatoire d’un pion se déplacant sur ces points. A 1’étape 0, on suppose que le pion
est en A. Ensuite, on suppose que le déplacement vérifie les regles suivantes :

e le mouvement du pion de I’étape n a I’étape n + 1 ne dépend que de la position du pion a I’étape n;

e pour passer de I’étape n a I’étape n+ 1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester sur

place, sinon il se déplace de maniere équiprobable vers I’un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note A, I’événement “a I’instant », le pion se situe en A” et I’on définit de méme les
évenements B, et C,. Pour tout n € N, on note également a, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P(c,) ainsi que

Vn:(an b, cn)

le n-ieme état probabiliste de cette chaine de Markov.
1. (a) Déterminer ag, by, co.
(b) Déterminer ay,b;,cy.
(c) En utilisant la formule des probabilités totales, exprimer, pour tout n € N, a,4 en fonction de
a,, b, et c,.

(d) De méme, exprimer, pour tout n € N, b, et c,+1 en fonction de a,, b, et c,.
(e) Déterminer une matrice M telle que pour toutn € N, V1.1 =V, x M.
(f) Démontrer par récurrence que pour toutn € N, V,, = Vo x M".

On considere les matrices

2 1 1 1 0 1
A=1|1 2 1 et P=|0 1 1
1 1 2 -1 -1 1

Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.

Montrer que D = P~ AP est une matrice diagonale.

Démontrer par récurrence que que pour tout n € N, A" = PD"P~!.
En déduire, pour tout n € N, I’expression de A”.

Démontrer que pour tout n € N,

S

| (A2 -1 et
M= (41 42 4
R VL L L)

7. En déduire, pour tout n € N, I’expression de ay,, b, et ;.
8. Etudier la convergence des suites (dy)neNs (bn)nen et (¢n)neN-

Voir correction manuscrite (fichier annexe).
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Exercice 22 - Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On note n = a+b. On considere une urne
contenant initialement a boules blanches et b boules noires. On effectue des tirages successifs de la maniere
suivante.

e Lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans ’urne avant de procéder au tirage suivant.

e Lorsque la boule tirée est noire, elle n’est pas remise dans 1’urne, mais remplacée par une boule

blanche et I’on procede alors au tirage suivant.

Notons pour tout k£ € N*, Ny I’évenement "On obtient une boule noire au k-iéme tirage" et ¥; I’événement
"On obtient pour la premiére fois une boule blanche au k-ieme tirage". Soit k € {1,...,b+ 1} fixe dans tout
ce probleme.

1. Justifier I’égalité suivante :

Yy =N NN2N---NNg_1 NN

Soit k € {1,...,b+ 1}. Pour obtenir pour la premiere fois une boule blanche au k-ieme

tirage, il faut n’avoir obtenu que des boules noires au k — 1 premicres tirages et avoir obtenu
une boule blanche au k-ieme tirage. D’olu

‘n:MmMmmquﬂM

2. Donner P(Ny).

Au départ, dans I’urne, il y a a boule blanches et b boules noires et donc n boules au total.
Comme le tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire a ce moment est donc

b

3. Soiti € {2,...,k—1}.
(a) Silesi— 1 premiers tirages ont donné une boule noire, combien de boules noires y’a-t-il dans
I’urne ? combien de boules au total y’a-t-il dans ’'urne ?

une boule noire, comme chaque boule noire est remplacée par une boule blanche,

Soient k € {1,..., b+1}etie{2,...,k—1}. Silesi— I premiers tirages ont donné

alors il reste ‘ b— (i—1) boules noires et a+ (i — 1) boules blanches | dans ’urne et

ainsi toujours n boules au total.
(b) En déduire
Py, rery (V).
Soientk € {1,...,b+ 1} eti € {2,...,k—1}. En utilisant la Question 3(a), comme le

tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire au i-ieme tirage, sachant que
I’on a obtenu que des boules noires pendant les i — 1 premiers tirages, est de

b—(i—1)

PN]Q'-'QN[,I(NI') - n

4. De la méme facon, en déduire
Py, (Ng)-

Si les k — 1 premiers tirages ont donné une boule noire, comme chaque boule noire est
remplacée par une boule blanche, alors il reste b — (k — 1) boules noires et a + (k — 1)
boules blanches dans 1'urne et ainsi toujours n boules au total. Donc, comme le tirage est
uniforme, la probabilité de tirer une boule blanche au k-iéme tirage, sachant que 1’on a
obtenu que des boules noires pendant les kK — 1 premiers tirages, est de

. a+(k—1
PNM--~’WNA,,1(N/\'> = +)
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5. En déduire, grice a la formule des probabilités composées, que

a+k—1)b!
Pt = n(k(b—k—l—)l)!

En utilisant la Question 1 et la formule des probabilités composées, on a

P(Yk) = P(N]) X PNI (Ng) X PNl NN, (N3) X PNlm...me72 (Nkfl) X PNIQ...QN](7] (Nk)
Donc, en utilisant les résultats des Questions 2, 3(b) et 4, on obtient,

b b;l L b—(z—z) . a+(’/;—1)
bx(b—1)x--x(b—(k—2))x (a+k—1)

nk
bx(b—1)x--x(b—k+2))x(b—k+1)x(b—k)x---x2x1x(a+k—1)

WX (b—k+1)x (b—k)x---x2x1

_ (a+k—1)b!
ok (b—k+1)!
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