TD 26 — Relations de comparaison (Correction)

Exercice 1 - Vrai/Faux. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Lorsqu’elles sont vraies, on
les démontrera. Lorsqu’elles sont fausses, on exhibera un contre-exemple.

a) Siu, ~vyalorsu,+1~v,+1.

1 1
Faux : —l+f2N71+,muiS%7éL
n n

5 .
n=

b) Siu, ~ v, alors In(u,) ~ In(v,).

1 1 1 1 1 1 1
Faux: 1+ — ~1+—-orln(l+—)~ —etln(1+—) ~ —doncIn(1+ —) 7 In(1+4 ).
n? n n?’  n? n’ n n? n

¢) Siu, ~v,alors lim u, —v,=0.
n——+oo

Faux:n+1~npmais Iim n+1—n=1

n—r+oo

d) Siu, =o(v,) alors u, = O(v,)

Vrai : (Une suite convergente est bornée)

e) Siu, = O0(vy) alors u, = o(vy)

Faux : On a, 2n = O(n) mais 2n=-0(n)

f) Siu, = ; +o(n) alors nl_l)rJIrlmu,, 0.

1
Faux : /n=—+o(n) et lim /n= +oo.
n n—r+o0



1 Equivalent

Exercice 2 — Donner des équivalents simples des fonctions suivantes pour t — 0 et t — +oo. Prouver
rigoureusement chaque équivalent.

a) t— 32421 —1 31242t — 1 ~po 32 et 312 42t — 1 ~g —1
b) t—t+1 t4+\/T ~pwt et t+/T~g /T
¢) t1In(t)+ (In(z))? In(t) + (Int)? ~, o (Int)? et In(¢) + (In1)? ~ (Inz)?

d) t—t+1-In()
e) t—t+vi+1

3t°+1

t2
f) 1= 5=




Exercice 3 - Donner des équivalents simples en O des fonctions suivantes. Prouver rigoureusement chaque
équivalent.

a) x> cos(sinx)

(gsin(x) - 1) (B3+1)

b) x+= 1 —cos(x)

¢) x> In(1+sinx)

d) x+—>a*—b* (aveca>0eth >0)

1. cos(sinx) ~¢ 1

("'Sin(x) - ]> (o +1) sin(x) X 2
1 —cos(x) 0T cos(x) X220
3. In(1 +sinx) ~p sin(x) ~p x

4. Sia = b alors f estidentiquement nulle. Sinon

s = (1= (2)) ~o i) 1o

RS B SV Tt LSVl S Gt SV s
B V243x V2-3x Vi o2 0 5 05
6. f(x)=tan | ~— in( " an( T o (o
. — _— ~0n S ~n — Si I ~n s - N
X 2x+1 0 2x+1 0 2x+1 0 1 0
2XT et
2%+ 1 0 <X



Exercice 4 - Pour chacune des suites suivantes, en donner un équivalent (en +oo) le plus simple possible :
1
a) YneN, u, =n® —n? b) Vne N*, u, =en — 1

¢) Vne N, u, =nsin (%) d) Vn e N*, u, =sin (%)

n
e) VneN*, u, =In(n+1) —1In(n)
f) VneN*, u,=vn+1—vn—1

g) VneN* u,=n h) VnEN*,u,,ztan(%—%)

S

1 1
a)n®—n*~n? b) u, = en —1n~ - c) nsin( ] > ~ =
n
2 1 1 1 1
d) sin<”4§2>~i~—2 e) In(n+1)—In(n)=Im(1+-)~- flvn+l—-vn—1~—7
n n n n’ n NG

~ 7

1
" cos(n/2 - 1/n)

Inn

g)n%:eu ~1 h) tan (% —1)



Exercice 5 - Soient (u,) et (v,) deux suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang et telles que
Un ~n vy, Montrer que

e~y e — u,—v, — 0.
n—r—+oo

ell”

' ~ e <= lim —
n evn

=1 <= lime" " =1 < lim(u, —v,) =0
n n

ou la derniere équivalence provient de la continuité de exp en O et de In en 1



Exercice 6 - Soient (uy) et (v,) deux suites strictement positives et telles que u, ~, v,. On suppose que
(v,) admet une limite £ € Ry \ {1}. Montrer que In(uy,) ~, In(v,).

Pour tout n € N, on a
u,

mmgm(>+m@@

Vn

m(W)Wmmw
Vn

car limIn <u,,) =0etlimIn(v,) € R. Donc
n

n

et

v”
In(u,) =1In(vy) +o(In(vy,))
n

donc In(uy,) ~, In(vy,).



2 Négligeabilité

o

Exercice 7 - Donner la bonne comparaison entre les deux fonctions en terme de relation de négligeabilité

suivante et prouver rigoureusement chaque petit o.

a) x> x%etx— x> en +oo

€) x> hetxis & en foo

e) x> x* et x — exp(x) en +oo

g) x—e'etx—In(x) en +oo

i) x> In(x) etx+— (In(x))? en 4oo

j) x> arctan(x) et x — x en oo

b) x—xZetx—x>en0
d) x»—>§etxn—>x%en0
) x> x* et x> In(x) en +oo

h) x> ch(x) et x — e en +oo



Exercice 8 - Les deux questions sont indépendantes.
1. Déterminer une fonction f telle que xIn(x) = o(f(x))
X—s+oo

2. Déterminer une fonction g telle que IHTOC) = o(g(x))
X—



Exercice 9 - Classer les fonctions suivantes par «ordre de négligeabilité» au voisinage de +oo.

1 1 In(x))? 1
—, X n(x), X (In{x)) . X
x2 x x xIn(x)

1
X =, X
X



3 Domination

Exercice 10 - Montrer les relations de domination suivantes pour les fonctions données.

. _ 2 _

a) sin(x) T o(1) b) x = o(1)

c) XX = 0(x?) d) 3° —x*+2x = 0O)
X—r+oo X—roo

e) 3xX —x*+2x = O(x) f) 43 +1000x2 = O(x°)

x—0 X—r+oo

2 ¥ = 0(4x>+1000x?) h) 2x%sin(x) = O(x°)
X—+oo x—=0
2 _ 2 : 2 _ _

i) 2x°sin(x) X_TNO(x) j) 2x“sin(x) o O(x—m)

k v =_0k)

10



Exercice 11 - Montrer les relations de domination suivantes pour les suites données.

2) s = 0Ge) b) 2 =0(n)

¢) n*+sin(n) = O(n?) d) n:% =o0(})

11



Exercice 12 - Soit (uy),en une suite telle que
Vn e N, Upy] =Up+a
avec a une constante réelle. Montrer que u, = O(n).
La suite (u,),en est une suite arithmétique de raison 1. Donc son terme général est donné par
VneN, U, = uy+ on

Donc,
up = 0O(n)

12



Exercice 13 - Soit (uy),en une suite telle que
Vn e N, Upy] =Up+n
Montrer que u, = O(nz). On pourra faire apparaitre une somme télescopique.

On a,
Vk € N, Uerp —up =k

En sommant cette relation, on obtient,

n—1 n—1

Vn e N, Z(L{k+17uk>: Zk

k=0 k=0

En reconnaissant a gauche une somme télescopique et a droite une somme des entiers, on
obtient,

(n—1)n

Vn e N, Un—Up =~

et donc,
Uy = O(n?)

13



4 Application :

calcul

de

limites

Exercice 14 - Equivalents et limites. Donner un équivalent simple des fonctions suivantes et en déduire

la limite correspondante.

X—r+

a) x— x> 4+x2+1en +oo 24+ +1
X—>o0
b) x> x> +x>+1en0 Ol ~
X—
¢) x> x> +In(x) +e ¥ en +oo
P 4+Inx)+e ™ ~ x?
X—>—+oo X—>—+oo

d) x— 1 +e " en oo

~ ei'/

e) x— In(—x)+x> en —oo

f) x—e*+x2en +oo

14

donc lim ! +4e~
x—>+oo X

X—r—00

X

. 2] ) .
~ x> |donc lim X*+x2+1= lim x° :
X oo X—r+o0

1 |donc lirr(l)x3 +x24+1= lilT(l)l =
X— X—

donc 1i 52 In(x - — | 2 oo
onc lim x”+ n(x)+e im x

X—ro0

= lim e™* :

X—> o0

BT 3 — m 43—
donc lim In(—x)+x XL“I]WA

donc lim e*4+x%= lim e“":
X—r—+o0 X—r—+Foo



Exercice 15 — Equivalents et limites. Donner un équivalent simple pour les quotients suivants en O et en
+o0 et en déduire leurs limites en 0 et +-oo.

) 1 —25+x +1
Xy T2 T
B2
e En 4. On a,
PO s . =20t
—_— ~ —2x donc lim = —o0
3 —x2 X—s+oo X—>+oo X3 —x2
e En0. On a,
254 x* +1 1 J : —2x5 4 x* +1
-~ —— onc im = —o0
X —x2 0 X2 x50  x3—x2
In(x) +4x+1
b) x> ———
) * 2y/x+31In(x)
e En +o. Ona,
1 4x+1 4 1 4x+1
() +axt+1 4 5 ol done m RO)Fdxt1
2y/x+3In(x) x>+ 24/x =+ 24/x+ 31n(x)

e En0. On a,
In(x) +4x+1 In(x) 1 In(x)+4x+1 1
~ = - donc Iim—— =
2y/x+3In(x) x~03In(x) 3 =0 2y/x+3In(x) 3
x3+1
C) X ———
x2+1
e En +c. Ona,
Va3 +1 Ve ox2 . X +1
~N —— ==X donc lim =
X1t Va2 oy xteo /X2 4]
e En0. On a,
X +1 l d i O+
~ onc im —
x2 + l x—0 x—0 \/xz + 1

15



1+42x2

d).XFA»(Tqrzgijg
e En +. On a,
1+ 2x? N 22 1
(142x2)3 xo+e0 (2x2)3 4ot
e En0. Ona,
Lo 1 donc

(1+27 o

4
e) me

e En 4oco. Ona,

4

4

1

(20— 3)(2x 1 6) xrm 2xx 20 2
e En0. Ona,
(2x—=3)(2x+6) x50 =3x6 9
2
f) x._)x—
1+x8
e En 4. On a,
x? 2 7x2 1
VI+a8 st (8 X2
e En0. On a,
2
* 2
~ d
VIt 0" one

16

donc

I 1 +2x2
m ———— =
X——+oo (1 +2x2)3

lim

x—0 m

14252
+2x _q

donc

donc

donc

fim
e (20— 3) (26 1 6)

4
im——
x% (2X — 3) (2x+ 6)

2
9

m
x—0




Exercice 16 — Equivalents et limites. Donner un équivalent simple des termes suivants et en déduire leurs

limites.

a) x—x(x+1)(x+2)...(x+ p) avec p € N* en 0 et en +oo

lim x(x+1)(x+2)...(x+p) = 4o

limx(x+1)(x+2)...(x+p)=0

e En +o. Ona,
-~ R
x(x+1)(x+2)...(x+p)xﬁ+wx><x>< X X=X donc Jim
e En0. On a,
x(x+1)(x+2)...(x+p) ~0x><1><2><---><p:p!><x donc

1
b) x+—v2+xIn <1 + —2> In <1 + —> en +oo
X by
e En 4. On a,
1 2 1 2 2
V2+4xIn( 14+ )In(1+=) ~ Vax5x=-=—=
x2 X ) x—teo X x 43
donc
. 1 2
lim v2+xIn 1+—2 Inf1+-)=0
X—r4-o0 X X
In(x) 4
c) x— <e x —1) sin<—2> en oo
X
e En +co. Comme lim Inx) _ 0 par cc, on a,
X—>+foo 7
In(x) 4 1 4 41
(e x = l> sin <2> n(x) X —== n}(x)
X2 ) x—4e x X b
donc, par croissances comparées
In(x)
lim (e X l>sin< 2) =0
X—r-o0
d) x> xex —xen —+oo
e En +oco. On a,
1 1 1
xex xx(ex l) ~ xx-—=1
X—>-o0 X
1
lim xex —x=1
X—>+o0

x—0

17



cos(4x) In(1+x?)
sin(x2) cos(x)

e) x+— en(

e En0. On a,

donc,

In(x)v1+4x

D X el ) sin(3%)

en(

e En0. On a,

cos(4x) In(1+x?)

1 xx2

sin(x?) cos(x) o2 x1

cos(4x) In(1+x?)
m-———s———
=0 sin(x?)cos(x)

In(x)y/1+x In(x) x 1

_In(x)

VrIn(1+x)sin(3x) x50 VXX XX 3% 3,3

donc,

sin(4x)

Sin(2x) cos(x) en0

e En0. On a,

donc,

e En0. On a,

donc,

In(x)v/1+x

li =
50 /xIn(1 +x) sin(3x)

18




Exercice 17 - Montrer que In(In(x)) = o(In(x)). En déduire la limite de
X oo

<ln(x))1/x
X+ en + oo

X
On pourra passer par la forme exponentielle.

Par composées de limites et par croissances comparées, on a

In(1 In(X
fim 0nG) e In(X)
x—+e  In(x) X—too X

Donc In(In(x)) - o(In(x)). Pourx > 1, 0n a
X—$4o0
1 1/x In(In(x))—In(x)
I
X

Or In(In(x)) — In(x) ~4e —In(x) d’aprés la question précédente. Donc

In(In(x)) — In(x) In(x) .

In(In(x)) — In(x)

Donc limy_ 4

19

= 0 et par composée de limites lim,_, o <

In(x)

1/x
) 1.



Exercice 18 — Déterminer les limites suivantes :

2
lim (3n%+1)sin (;> (en —1) et lim (1+2x2)%.

n—roo x—0t
On pourra commencer par déterminer un équivalent.

Procédons a 1’aide d’équivalents :

2 / 21
(3n% + 1) sin <> (e — 1)~y 3n? X ==~ 06

n

Vx>0, (14+22)Y®) ==

1402
ln(lzvxl\ ) ~o x. Donc (1 Jr2)(2>1/(2,\‘) =1
- x—07

et

20



Exercice 19 - Donner la limite dans des suites définies pour n > 2 par :

a) u, =+/nsin (hlln) b) u, =n? <;> sin(n!)

x\" n?+5n+2\"
0w =(1+2)" (x#0) 9 “—(,12_7n+4>
2 .
_ n°+sinn _on4(=1)"
©) tn = \/n+cosn b un_nfln(n3)

_In(cos(a/n))
&) tn = 11 (cos(b/n))

sin(1/n)
1 1
In (1 + > + -
n n

On pourra commencer par déterminer un équivalent.

oua,beR*

h) Uy =

21



S Pour aller plus

Exercice 20 -
1. Soit n € N. Montrer que I’équation

x3—|—nx—1:07

d’inconnue x € R, possede une unique solution. On la note u,.
2. Montrer que

VneN*, 0<u,<

S| =

En déduire la limite de (uy),.
3. Montrer que

1 w
YneN*, u,——=-—--"L
n n

En déduire que

1 1
un_;:+m0<m>.

1
4. On pose pour tout n > 1, y, = u, — —. Montrer que pour tout n € N*,
n

1 1
eten déduire que y, = —— +0 (—) .
n

3
nyp = —u,,

n?

5. En déduire un développement asymptotique de (u,) a deux termes.

. Posons pour tout x € R, f(x) = x4+ nx—1. Alors f est dérivable car polynomiale

et Vx € R*,  f'(x) =3x*+n > 0et f/(0) > 0 donc f est strictement croissante sur

’intervalle R et limy_; o f(x) = 400 et limy—, o f(x) = —eo. Donc, d’apres le théoréme

de la bijection monotone, f établit une bijection de R sur R et 0 admet un unique antécédent

par f.

Soit n € N*. Remarquons que f(0) = —1 donc par stricte croissance de f, u, > 0. De
3

plus, ui +nu, —1 =0donc u, = ﬁ <

—. Dongc, par théoreme d’encadrement, (u,)
n n

converge vers 0.

. D’apres ce qui précede, pour tout n € N*,

Uy —— = ——

etu, = O(1/n). Donc u} = O(1/n?) et

et

| |
D w=——+0|—= |.
onc y n4+ <n7>

. On en déduit

22

loin
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