TD 27 — Bases et dimension

1 Famille libre

Exercice 1 - Montrer que les familles suivantes sont libres.
a) ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) (dans R?)
b) ((1,1,0),(0,1,1)) (dans R%)
¢) (X,X(X—1),X(X —1)(X —2) (dans R[X))
d) (1,x+ e, x> e*) (dans .7 (R,R))

o (3 2o 5))ram e

Exercice 2 — Question ouverte. Les familles suivantes sont-elles
libres ou liées ?

a) ((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)) dans R3
b) ((1,1,—1),(1,—1,1),(=1,1,1),(1,1,1)) dans R3

) (X,X?—X,X2+X) dans Ry [X]

d) (sin,cos,x— xsin(x)) dans .7 (R,R)

) (Dnen, (7%)nen, (2")nen) dans 1espace des suites réelles

(69 ) )om e

Exercice 3 - Soientu = (1,1,m),v=(0,1,2) et w = (1,0,3). Déter-
miner une condition nécessaire et suffisante sur le réel m pour que la
famille (u,v,w) soit libre.

Exercice 4 - Soit A € .#,(K) une matrice nilpotente d’ordre p € N*:
AP =0, et AP~! £ 0,. Montrer que la famille (I,,A,A?, ..., AP~!) est
libre dans ., (K).

Exercice 5 - Soit (eq,e7,e3,e4) une famille libre d’un espace vectoriel
E. Les familles suivantes sont-elles libres ?

a) (er,es4) b) (e1)
©) (e2+e3,e3,e4,—er+2e3)

d) (2e1 —ez,e2+e3,e3—es,e4)

2 Bases

Exercice 6 - En montrant une décomposition unique.
1. Montrer que ((1,2),(—1,3)) est une base de R? puis déterminer
les coordonnées de (—1,3) dans cette base.
2. Montrer que ((1,0,1),(2,1,0),(1,1,1)) est une base de R* puis
déterminer les coordonnées de (1,—2,3) dans cette base.

Exercice 7 - Par extraction.

a) On considere les quatre vecteurs de R? suivants : u; = (1,2,0),
up = (0,0,3), us = (1,2,3) et ug = (—2,—4, 1). Déterminer une
base de F = Vect(uy,up, u3,us).

b) Montrer que la famille
((1707 1)7 (17 17 1)7(17253)5 (3aza 1)a (lafla 1))

est une famille génératrice de R3. En extraire une base de R>.

Exercice 8 — En écrivant les ensembles comme un Vect puis
extraction. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces
vectoriels et en déterminer une base.

a) Fi ={(x,yz) €R*|x—2y=0}

b) B ={(x,y,z,t) ER* |[x—y+z—1t=0,x+2y+3z+4t =0}
) F3={PeRsX]|P(1) =0}

d) Fs = {P e Ra[X] | Jy P(1)ds = 0}

e) Fs={fc¢*(R.R)|f" =0}

Exercice 9 - Théoréme de la base incompléte.
1. Justifier que la famille (¢;,é;) avec €; = (1,1,1,1) et &, =
(1,1,—1,—1) est libre et la compléter en une base de R*.
2. Montrer que la famille (X? 4 1,X? + X) est libre et la compléter
en une base de R3[X].

3 Dimension

Exercice 10 - Dimension d’un Vect. Dans chaque cas, déterminer
une base de F et en déduire sa dimension.

a) F = Vect((1,1)) b) F = Vect((1,1),(~1,~1))
c) F=Vect((1,2),(—1,2)) d) F = Vect((0,0))
e) F=Vect((1,0,1),(0,1,0),(2,2,2))
f) F = Vect((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1))

Exercice 11 - Dimension d’un ensemble définie de maniére con-
ditionnelle. Dans chaque cas, déterminer une base de F et en déduire
sa dimension.

a) F={(xyz) eR|x—y-z=0}

b) F={(x,y,zt) ER*|x+y=y+z=0etz+1=0}
¢) F={PeRs;X]|P(1)=P(1)=P"'(1) =0}

d) F = {M € A(R) | AM =0} ob A = (_12 _24>

Exercice 12 - Dimension d’'un ensemble définie de
paramétrique. Dans chaque cas, déterminer une base de F et
en déduire sa dimension.

a) F={(x,0) | xeR}
b) F={(3a—5b,2a,a+b) | (a,b) € R*}
¢) F={xw (ax’ +bx+c)cos(x)|a,b,c €R}

Exercice 13 - Soient F = {(x,y,z) ER? |x—2y+2z=0} et G =
Vect((0,1,1),(—1,1,—1)).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R>.

2. Déterminer la dimension de F' et de G.

3. Déterminer la dimension de F N G.

4. Déterminer la dimension de F + G.

Exercice 14 - Soit n € N*. Déterminer la dimension du sous-espace
vectoriel de R" suivant :

F={(x1, ....xa) €ER" | x; 4+ - +x, =0}

On pourra commencer par étudier les casn =2 et n = 3.



4 Utilisation de la notion de dimension

Exercice 15 - Pour montrer que deux ensembles sont égaux. On
considere les ensembles

E= {(x,y,z,t) eR* |x—|—y—|—z:x—4t—|—2z:0}
F = Vect((2,1,-3,-1),(2,-5,3,2))

1. Déterminer la dimension de E.
2. Déterminer la dimension de F.
3. Montrer que E = F.

Exercice 16 — Pour montrer qu’une famille est une base. Les ques-
tions de cet exercice sont indépendantes.

a) Montrer que la famille ((1,2),(3,4)) est une base de R? (en étant
le plus efficace possible).

b) Montrer que la famille ((1,0,1),(0,1,0),(1,2,3)) est une base
de R? (en étant le plus efficace possible).

¢) Montrer que la famille (1,X,X (X —1),X(X—1)(X —2)) estune
base de R3[X] et déterminer les coordonnées de X* dans cette
base.

. 1 0 2 0 0 1 0 2
d) Montrerquelafamllle((0 2),(1 0),(2 0)7(0 1))

est une base de .#>(R), puis déterminer les coordonnées de

G }) dans cette base.

Exercice 17 — Pour montrer qu’une famille est une base. Déter-
miner a quelle-s condition-s sur le réel a, la famille suivante est une
base de R® : ((1,—1,0),(2,-1,2),(1,0,a))

Exercice 18 — On considere I’ensemble
F={(x,yzt) €ER*|x+y+z+1=0 et x—y+2z—2t=0}.

On admet que F est un sous-espace vectoriel de R*.
1. Déterminer une base de F'.
2. En déduire la dimension de F.
3. On considere la famille # = ((0,—4,1,3),(3,—1,-2,0)).
(a) Montrer que £ est une famille libre.
(b) En déduire que £ est une base de F.

5 Somme et sous-espace supplémentaires

Exercice 19 — Démontrer que les espaces suivants sont des sous-
espaces vectoriels supplémentaires dans £ (en vous appuyant sur un
argument de dimension).
1. Dans E=R* F| = {(x,y,2,t) €R*|x—y=0etx+y—2z =0}
et G; = Vect(i,V) ou ii = (1,0,0,0) et v = (1,1,0,0).
2. Dans E = R3[X], F = {P € R3[X]|P'(1) = 0} et G = Vect(X> +
1).
3. Dans E = .#>(R),

F;= {(i Z) E//lg(R)|a—c+d:b+c—d:0}

s ()5 ) (3)

Exercice 20 - Soient F = {(x,y,z) €R} [ x—y+2z =0} et G =
{(x,y,2) €R? [ x+y=0}.
1. Montrer que F et G sont des espaces vectoriels et en déterminer
des familles génératrices.
2. Déterminer une famille génératrice de FNG. A-t-on F &G = R3?
3. Soit H = Vect((1,0,0)). Montrer que F ®H = G®H = R3.

Exercice 21 -
1. Soit F = {(x,y,z) € R® | =2x+y+2z = 0}. Déterminer un sup-
plémentaire de F dans R>.
2. Soit G = {(x,y,z) € R® | x = 2y = 3z}. Déterminer un supplémen-
taire de G dans R>.
3. Déterminer un supplémentaire de {P € R4[X] | P(X) = P(—X)}
dans R4[X].
Exercice 22 - Dans E = .#>(R), on considére F = Vect(A) avec
A= <8 (1)) et G = 2»(R) I’ensemble des matrices diagonales de E.
1. Justifier que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, puis
déterminer leur dimension.
2. Expliciter F + G. La somme est-elle directe? F et G sont-ils
supplémentaires?
3. Déterminer un supplémentaire de G dans E.

Exercice 23 - On considere les polyndomes suivants:

PBh=X>-2 PA=X-1DX+1), Pb=(X-2)(X+
1) et PA=(X-1)(X+2).

1. La famille (P, P, P>, P3) est-elle libre dans R, [X]?

2. Montrer que la famille (P, Py, P3) est une base de Ry[X].

3. Déterminer les coordonnées de Py dans la base (P, P>, P3).

4. Déterminer un supplémentaire de F = Vect(Py, P, P3) dans R3[X].

Exercice 24 -

1. Calculer la dimension de @ (R) et de .#3(R). Plus généralement,
proposer une expression de dim(#,(R)) et de dim(.#,(R)) en
fonction de n.

2. En utilisant un argument de dimension, en déduire que

6 Rang d’une famille

Exercice 25 - Déterminer le rang des familles suivantes, et indiquer
si chaque famille est libre, génératrice ou une base de E.

1. E=R3,  ((1,1,0),(2,1,1))

2. E=R[X], (X’+X+3,X2-X-3,2X>-X—6)

3. E=R3[X], (—14+X,2+X%1+X+X?)

4. E=R3  ((1,-1,1),(—1,1,—1),(0,1,1),(1,0,2)

5. E=RY  ((1,1,0,1),(1,—1,1,0),(2,0,1,1),(0,—2,1,—1))

7 Approfondissement

Exercice 26 - Soit A € ., (K).
1. Rappeler la dimension de ., (K).
2. Justifier que la famille (,,A,A?, ... 7A"z) est liée.
3. En déduire I’existence d’un polyndme P € K[X] non nul tel que
P(A) =0,.

Exercice 27 - Soient n € N* et o € K. On pose F = {P € R, [X] |
P(a) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel et en déter-
miner une base.
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