TD 03 — Nombres complexes : étude algébrique

1 Nombres complexes sous forme algébrique

Exercice 1 - Opérations sur les nombres complexes. On pose z; = 5 — 2i et z, = —2 + 4i. Effectuer
les calculs suivants. On donnera le résultat sous forme algébrique.

a) z1+22
On a,
=5-2i+-2+4i
b) z1—22
On a,
2 |=5-2i—(—2+4i)
=5-2i+2—-4i
c) 4z;
On a,
4z |=4(5—2i)
=20—-8i
d) z1 X2
On a,

(21 X 22| =5—2ix (—2+4i)
= —10+20i +4i — 8
= —10+24i+8



e) z%

|3 ]= (-2
=25 —20i + (2i)?
=25-20i—4

On a,

5+2i
(5-20)(5+2i)
542i
T 2514

_ 5 .2
=739 tl5g

9 2
On a,

o 5-2i

2| 244

(5 —2i)(—2 —4i)

(—2+4i)(—2—4i)

—10—20i 4 4i + 82
4416

—18—16i

2




Exercice 2 - Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants.
a) —(=245i)(-1-i)

En développant, on a,

| —(—2+5i)(—1-i) |= —(2+2i -5~ 57)
= —(7-3i)

b) (2+3i)2—(i—1)?

En développant, on a,

(2430 — (i~ 1)?| =4+ 121 =9 (—1 -2+ 1)

—54+12i+2i

1
c) ——
i
En multipliant par la quantité conjuguée, on a,
1 1 x (—i)
i i (—i)
o
1
=i
1
d) —
) 2—i

En multipliant par la quantité conjuguée, on a,

1| 1x(2+1i)

2—i | (2—i)(2+1i)
24
441




3-5i

© T4
En multipliant par la quantité conjuguée, on a,
3-5i| (3-5i)(1—1i)
T+i | (1+i)(1—i)
_ 3-3i-5i+5i
a 2
 —2-8i
2
) (141i)?
En développant, on a,
(1402 |=142i+
9 (1+1)

En développant et en utilisant la réponse précédente, on a,

(140)7 | = [0+ x (1+1)
= (2i)% x (14i)
= —8i(1+1i)



w (

14+i\2
2-i

En utilisant la quantité conjuguée, on a déja,

1+i| (1+i)(2+i)

2—i| (2=i)(2+i)
C 24i42i4
B 5
143
5

Puis, en développant, on obtient

1 .\ 2 2
= (b4
2—1i 5 5

25 25 25
8 6 .
:—ﬁ‘Fgl




2’ i3, i4, i7 2025'

Exercice 3 - Les puissances de i. Simplifier i eti

On a

On a 2025 =4 x 506+ 1. Donc

200 . . . . B
2025 | = AxS06+L _ (#4506 o ;1506 . ;



Exercice 4 - Parties réelle/imaginaire. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres
complexes suivants

2) 342§
4
On a,
3+2i 3 1
4 4 2
Donc,
3421 3421
Re( i l)i et Im< i l)é
4 4
b)
On a, i* = —i. Donc,
Re(ﬁ):() et Im(13):71
1
c) -
i
On a,
1 .
- =1
I
Donc,
Re(l):O et Im(%):—l
1
d
) 1+2i

On a, en multipliant par la quantité conjugée,

Donc,

I I
R =1l et|I =2
e<1+2i> 51°° m<1+2i> 5




I+i
2i-3

€)

On a, en multipliant par la quantité conjuguée,

I+i I .5

2-3 13 '13

Donc,

‘.—
|

1+i 1+i
R = — t |1 —
e(m—3) 3| € In(%—3> i

(5}
w2




Exercice 5 - Unicité de la forme algébrique.

1. Soitz=x+42+i(—ix+x)+2i—5Sixavec x € R. A quelle(s) condition(s) sur x € R, z est-il un nombre
réel ? un imaginaire pur ?

Soit x € R. On peut commencer par remarquer que
z=x+2+i(—ix+x)+2i—Six
=2x+2+i(—4x+2)

Comme x est un nombre réel, on en déduit que,

Re(z) =2x+2et Im(z) = —4x+2
Ainsi,
ze€R| < 1Im(z)=0
& 4x+2=0
& jx=3
De méme,

2. Soientz =a*—a—2+3iaet7 = —2a+ i(a2 +a+1)avecaeR. A quelle(s) condition(s) sur a € R
atonz=77?

Soit a € R. Comme a € R, en identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient
_ 2 . )
< a"—a—-2+43ia=-2a+i(a"+a+1)
a—a—-2=-2a
) cara €R
3a=a"+a+1

a+a—-2=0
<~
a?—2a+1=0

{ (a+2

afl



Exercice 6 - Equations dans C. Résoudre dans C les équations suivantes
a) (7-3i)z—2+i=0
Soitz € C. On a,

(7-3)7—24i=0 < (7-3i)z=2—1i

_ 2
TG
_ 171
@Z—%_l%
17 .1 e & conjugué
— 7= = 4 l% en utilisant la qté conjuguée

1
5

~

Donc I’équation admet une unique solution donnée par | = + i%.

o]

b) 274+5-2i=4+i+3z

En raisonnant comme a la question précédente, on trouve que 1’équation admet une unique

solution donnée par

c) (I1+i)z+2-iz=1-2i
Soitz=x+iy € C. On a,

(I4+)z+2—-i)z=1-2i <= (I1+i)x+iy)+2—-i)(x—iy)=1-2i
= x—y+i(x+y)+2x—y+i(—x—2y)=1-2i
— 3x—2y—iy=1-2i

3x—2y=
—_ Y !
—y=-2

_5
e {73
y=2

5
<:>:§+2i

insi, 1I’équation admet une unique solution donnée par| 3 i
Ainsi, I’équation admet lution d par| 3 +2
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d) (1+z+(1-i)z=1
Soit z = x+iy € C. En raisonnant comme a la question précédente, on trouve que,

(I+i)z+(1-i)z=1 <= (14+i)(x+iy)+(1=i)(x—iy)=1
== 2x—2y=1

Ainsi, I’équation (1 +i)z+ (1 —i)z = 1 admet une infinité de solutions sous la forme
Z=x+1iy avec x,y € R tels que 2x —2y =1

ou sous la forme (autre formulation)

. 1
z7=x+1 xfi avecx € R
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Exercice 7 - Représentation géométrique d’un nombre complexe. Donner I’affixe de chacun des
points du plan représentés sur la figure.

oC °

. ‘Afﬁxe de A(3,1)
° ‘Afﬁxe de B(2,3) :
o | Affixe de C(0,3)
e | Affixe de D(2,0)

:3+i‘
2+3i‘
:31"

2

12



Exercice 8 - Représentation géométrique d’un nombre complexe. Représenter sur le plan I’image
de chacun des nombres complexes suivants.

a) z1=1+4+2i
b) 2= —1+2i
c) zz=4

d) =i

13



Exercice 9 — Conjugué. Donner le conjugué des nombres complexes suivants. On donnera le résultat
sous forme algébrique.

a) 5—6i conjugué —»
b) 5i conjugué —
c) 5 conjugué —
d) %: —i en utilisant la qté conjuguée conjugué —
e) (14i)2=2ien développant conjugué —
f) 2%; = ;—1 — i% (en utilisant la qté conjuguée) conjugué — % —&—i%

14



Exercice 10 - Conjugué. Donner le conjugué des nombres complexes suivants. On ne donnera pas le
résultat sous forme algébrique.

a) i(2—1i) conjugué — | —i(2+1)

1—i
14

c) i(4—2i)? conjugué — | —i(4+2i)3

b)

conjugué — | 7=

/3 :

d) ll—i\{;i conjugué — T’jg

e) (3-2i)(4i—1) conjugué — (3+2i)(74i71)‘
z(1-1i2) o [zrw)
27— 4iz conjugué — | 57

15



Exercice 11 - Soit z € C. Parmi les nombres suivants, lesquels sont réels ? imaginaires purs ? On pourra
s’aider du calcul du conjugué pour répondre a ces questions.

Pour répondre a ces questions, on commence par calculer le conjugué du nombre complexe
considéré, puis on utilise le fait que

z€eR & 7=z

et que,
z€IR & 71=-z

a) 1-22

On peut remarquer que

l-zZz=1-z2z=1—-2z

b) z+2Z

On peut remarquer que

c) 22—

On peut remarquer que

4
72—z
On peut remarquer que
2+z _z+z . [(ztZ
Z2—2 I—2 72—z
Donc Z+f€iR.
77—z
) (z—iz)(z+1i2) De méme, | (z—iZ)(z+1iz) € R‘
1 1 1 1
f) —4- De méme, | —+—- €R
Z Z Z Z

16



Exercice 12 — Calculs de module. Déterminer le module des nombres complexes suivants.

a) gi
On a,
5 5 5\ 2
S - e (2) 25
’21 —‘0+2l— O+<2> =3
b) —3
On a,
|=3] |= [-3+0i] = \/(-3)2 +0?[=3]
c) —4i
On a,
d) 1+i
On a,
1 +il :\/12+12
e) 1—iV3
On a,
[1—iv3| |= 1+ (V32 =V1+3=V4|=2]
f) V3+iv2
On a,

[Va+iva] |= (V3 + (VP = v3T2[ = V5|

g) cos(a)+isin(or)

On a,

‘ |cos(a) +isin(a)| ‘: \/(cosa)2+(sin a)?=v1|=1

17



h) cos(or) —isin(ct)

’ |cos(a) —isin(et)] ‘: \/(cosa)2 +(sina)2 =1

|(3+2i)°

=[3+2i

= (Vi)

— V13

(V13)? x (V132 x V13
=13x13x \/ﬁ

P E=13E-3)@i-5)
On a,

(= 1)(=3)(i—5)||=i—1][i = 3[i—5]

:\/(—1)2+12>< \/(—3)2+12>< \/(—5)2+12
=Vv2V10v26
=V2x10x26
=/22x5%26

=2+/130

ReEE

On a,

(2—i)?

18



)

1
1+i

1
1—i

On a,

I+i 1—i

19




Exercice 13 - Lien conjugué/module pour un nombre complexe de module 1. Soient a et b deux
nombres complexes de module 1 : |a| =1 et |b| = 1 avec a # b. Montrer que

—a+be'R

7 =
a—>b !

On a,

D’ou

20



Exercice 14 - Représentation géométrique. Représenter I’ensemble des points M dont Iaffixe z vérifie

a) |z]=4
b) |—3i| > 5
3
_l4il<2
c) |z +z|_2

21



d) Re(z) > letIm(z) > 1

22



Exercice 15 - Utilisation de l'inégalité triangulaire. Soit (a,b) € C2. Montrer que
[1+a|+|a+b[+|b| > 1.

Soient a et b deux nombres complexes. En utilisant deux fois I’inégalité triangulaire, on
obtient rapidement le résultat:

1=[1|=[1+a—a—b+b|
<|1+al+|—a—b+b|
<|l+4a|+|—a—Db|+|b]|
=|l4a|l+|a+Db|+|b|.

D’ou

(1 +al+a+b|+ b > 1.]

23



2 Equations algébriques

Exercice 16 - Racines carrées complexes. Déterminer sous forme algébrique les racines carrées des
nombres complexes suivants.

a) 9
On remarque directement que 9 = 3%. Donc le nombre complexe 9 admet deux racines
carrées complexes données par

b) —17
On remarque directement que 9 = (i/17)%. Donc le nombre complexe —17 admet deux
racines carrées complexes données par | iv/17 et —iv/17.

c) 3+4i

Soit w =x+iy € C. On a,

®* =3+4i

0> =3+4i < . , , o , ,
|o|* =|3+4i] (ajout artificiel mais essentiel)

2 y? 4 2xyi =3 +4i
— x2 y2 o o (On passe aux calculs avec I’expression @ = x + iy)
X +y"=4v/9+16=5
X2 —y2 =3
= (X +y*=5 (On identifie parties réelle et imaginaire pour avoir 3 lignes dans le systeme)
2xy =4
22 =38 (L] +L2)
<~ 2}‘2:2 (Lz*Ll)
xy >0
=4
= {y’=1
x et y de méme signe
x=2oux=-2
< (y=1louy=-1
x et y de méme signe

Donc @ =2+iou w = —2—1i. Donc, les racines carrées de 3+4isontdonc|2+iet —2 — 1.

24



d) 7+24i

Soit @ =x+iy€C.Ona
0* =T7+24i < 5 L e .
|o|= = |7+24i] ajout artificiel mais essentiel

X% — %+ 2xyi =T+ 24i
P+ =72 +242 =25

22 =18 (L,—L)

{
{
{2x2 —32 (Li+L)
|
|
{

Donc @ =4+ 3iou w = —4—3i. Lesracines carrées de 7+ 24i sont donc | 4 + 3i et —4 — 3i.

25



Exercice 17 - Introduction & la factorisation de polynéme. Déterminer de téte les valeurs des parametres
a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x € R.

a) 2% +7x+6= (x+2)(ax+b)

b) —4x?4+4x—1= (2x—1)(ax+b)
¢) —3x%+ 14x—15 = (x—3)(ax+D)
d) %x2+%x—402(x—5)(ax+b) a=1etb=38

26



Exercice 18 - Factorisation de polynéme. Sans calcul de discriminant, factoriser les polyndmes suivants
et en déduire les racines.

a) x> 3x? — 14x+ 8 sachant que 4 est racine

Comme 4 est une racine du polyndme x — 3x*> — 14x + 8, on sait qu’il existe un autre
polyndéme Q tel que

Vx €R, 3x2 — 14x+8 = (x—4)0(x)

On peut remarquer que nécessairement Q est un polyndme de degré 1 (afin que le produit
par x — x — 4 fasse un polyndme de degré deux). Ainsi, le polyndome Q est de la forme
X — ax+ b avec a et b deux réels a déterminer. Ainsi, on cherche a et b deux réels tels que

VxeR,  3x*—14x+8= (x—4)(ax+b)

En identifiant les termes de plus haut degré (c’est-a-dire de degré 2), on trouve que a = 3.
Et en identifiant les coefficients constants, on trouve que b = —2. Ainsi, on obtient la
factorisation suivante

YreR, 32— 14+ 8= (r—4)(3x-2)]

On peut alors en déduire toutes les racines du polynome. En effet, pour tout x € R,

3 —14x+8=0 <= (x—4)(3x—2)=0
< x—4=0 ou 3x—2=0

2
<~— x=4 ou ng

Donc le polyndme possede deux racines réelles : | 4 et %

b) x> 7x? +23x + 6 sachant que —3 est racine

En utilisant la méme méthode qu’a la question a), on obtient

Vx €R, 7x*+23x+6 = (x+3)(7x+2)

Donc le polyndme possede deux racines réelles : | —3 et —%.

¢) x> mx®+ (2m+1)x+2 sachant que —2 est racine (avec m € R*)

Soit m € R. En utilisant la méme méthode qu’a la question a), on obtient

Vx €R, mx®+ (2m+1)x+2 = (x+2)(mx+1)

Donc le polyndme posséde deux racines réelles : | —2 et —1

m’

27



d) x> x* —4x— 12 en trouvant une racine évidente

On remarque que —2 est une racine évidente. Donc, en utilisant la méme méthode qu’a la
question a), on obtient

VreR, 2 —dr—12=(x+2)(x—6)|

Donc le polyndme possede deux racines réelles :

e) x> 3x%2+4x+ 1 en trouvant une racine évidente

On remarque que —1 est une racine évidente. Donc, en utilisant la méme méthode qu’a la
question a), on obtient

Vx€R, 3x +4x+1=(x+1)(3x+1)

Donc le polyndme possede deux racines réelles : | —1 et f%.

f) z— 72 —2iz — 1 + 2i en trouvant une racine évidente

On remarque que 1 est une racine évidente. Donc, en utilisant la méme méthode qu’a la
question a), on obtient

VzeC, 22—2iz—1+42i= (Z—l)(Z+l—2i)‘

Donc le polyndme possede deux racines complexes : | 1 et —1 +2i.

28



Exercice 19 - Equations du second degré dans C. Résoudre dans C les équations suivantes.
a) 2+z+5=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant. Le
discriminant vaut A = —19 = (iv/19)? # 0. L’ équation admet deux solutions complexes
données par

71 = 77172’\/179 et =

—1+iV/19
2

b) 22 —V3z—i=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant.
Le discriminant vaut A =3 +4i = (2+ i)2 = 0 (en utilisant le résultat de la Question c) de
I’Exercice 16). L’équation admet deux solutions complexes données par

21 et 2=

_ /B342+i V3-2—i
- 2 2

¢) 222—-7z4+3=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant. Le
discriminant vaut A = 25 = 5% # 0. L’équation admet deux solutions réelles données par

=5 5
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d) 22— (6+i)z+11+13i=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant.
Le discriminant vaut A = —9 —40i # 0. Pour obtenir 1’expression des solutions, il nous
faut une racine carrée de & que I’on calcule grice a la méthode usuelle.

On cherche donc a résoudre 1’équation 6> = A = —9 — 40i, d’inconnue & € C. Posons
0=x+iyeC.Ona

2:—9 40i

8% =-9-40i —
2 =|—9—40i

—y2 4 2xyi = —9 — 40i

<
2+y =1/92 4402 = /1681 = 41

2 +y? =41
2xy = —40

xy <0

x°=16

y- =150

x et y de signes différents
x=4oux=—-4
y=5ouy=-5

x et y de signes différents

e _x:—4

Ainsi, A = —9 —40i = (4 — 5i)> # 0. L’équation admet deux solutions complexes données
par

{

{ =32 (Li+L
(:{ P

§

|

=4

Donc § =4 —5iou 6 = —4+5i.

71 = 6+i+2475i =1 +3l

et |zp= 6+i724+5i —5_9;

e) 422 —z+4=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant. Le
discriminant vaut A = —63 = (3iv/7)? # 0. L’équation admet deux solutions complexes
données par

30



f) iZ2+(-3+4i)z—5+i=0

C’est une équation de second degré. On commence donc par calculer son discriminant.
Le discriminant vaut A = —3 —4i = (—1+2i)? # 0 (on trouve une racine carrée de A en
utilisant la méthode habituelle ou en remarquant que

A= —(3+4i) =3 +4) =22+ = [i2+)]* = (—1+2i)?

ol on a encore utilisé le résultat de la Question c¢) de I’Exercice 16). L’équation admet deux
solutions complexes données par

’Z1=—l—i et z2:—3—2i‘
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Exercice 20 — Relations coefficients-racines. Trouver sans calculs les solutions des équations de degré
deux suivantes.

a) > +8x+15=0

Notons x; et x5 les racines du polynéme x — x> + 8x 4 15. Grice aux relations coefficients-
racines, on sait que,

Xy Xxp =15 et X1 +x=-8
Ainsi, en résolvant de téte, on obtient que les deux racines du polyndme x — x> + 8x + 15
(ou autrement dit, les deux solutions de 1’équation X2+ 8x+15=0) sont

x1=-3 et XQ:*S‘

b) X2+ 18x+77=0

En utilisant le méme raisonnement, on obtient que 1’équation x> + 18x +77 = 0 admet deux
solutions données par

=7 et —11

c) x¥2—8x—33=0

En utilisant le méme raisonnement, on obtient que 1’équation x> — 8x — 33 = 0 admet deux
solutions données par

-3 et 11
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3 Appronfondissement

Exercice 21 - Factorisation de polynéme. Factoriser les polyndmes suivants :

a) x> x> —x?—2x+8
On peut remarquer que —2 est une racine évidente. Ainsi, il existe a, b, c trois réels tels que
Vx €R, X —x? —2x+8=(x+2)(ax* +bx+c)

En regardant le coefficient dominant et le coefficient constant, on trouve directement que

a =1 et c =4. De plus, a droite, en développant, on remarque que le coefficient «devant le

x%» va étre b+ 2. Ainsi, on doit prendre b = —3 pour que cela coincide avec le polyndme

de gauche. Donc,
Vx €R, = -2+ 8=(x+2)(x* —3x+4)

Ainsi, pour tout x € R,

B —?—2x+8=0 <= (x+2)(x**—3x+4)=0

“— x4+2=0 ou x>—3x+4=0
<= x=-2 ou x273x+4:0

L’équation x> — 3x +4 = 0 est une équation du second degré. Comme son discriminant

vaut A = —7 < 0, elle n’admet pas de racines réelles, mais admet deux racines complexes
données par
3-iV7 34+iV7
4T ¢ n=

En résumé, I’équation x> — x? — 2x + 8 = 0 admet une unique solution réelle, donnée par

—2, et dans R, le polyndme se factorise sous la forme

Vx €R, x3fx272x+8:(x+2)(x273x+4)‘

mais admet trois solutions complexes, données par

3—iV7 . 3+iV7
€
2 2

-2 et

et donc dans C, le polyndme se factorise sous la forme

b) x— x> +5x2 - 12x+6

De méme, on montre que,

Vx €R, x3+5x2—12x+6‘=(x—l)(x2+6x—6)

=(x—1)(x+3—V15)(x+3+15)

en ayant calculer le discriminant et les racines du polynome de second degré x — x> 4 6x — 6.
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Exercice 22 - Equation de degré trois. On considere 1’équation (E) suivante :
A1+ +(4—i)z+12-6i=0

1. Montrer que I’équation (E) admet une solution réelle.

Soitx € R.
x est solution de (E) <= x>+ (1+i)x* + (4 —i)x+12—6i =0
= O A+ 124i(x* —x—6)=0

P42 —4x+12=0
¥ —x—6=0

Or (grace au discriminant ou aux relations coefficients-racines), on obtient que

¥ —x—6=0 = x=3 ou x=-2
Mais,
33432 4x3412=604£0 et (—2)3+(=2)2—4x(=2)4+12=0
Donc x est solution de (E) si et seulement si x = —2. L’équation (E) admet donc une

unique solution réelle qui vaut

2. En déduire toutes les solutions de (E).

Comme —2 est une solution de (E) d’apres la question précédente, il existe a,b, ¢ trois
nombres complexes tels que (factorisation dans C):

VzeC, 241+ +@—i)z+12—6i=(z+2)(az* +bz+c).

En identifiant les coefficients dominants, on trouve que a = 1; en identifiant les coefficients
constants, on trouve que ¢ = 6 — 3i; et enfin, en regardant les termes «devant 72», on trouve
que b = —1+i. Ainsi,

VzeC, Z+(14+)P+@—i)z+12—6i= (z42)(2>+ (=1 +i)z+6—3i).
Ainsi, pour tout z € R,
P+(1+)24+ G —i)z+12—6i=0 < (24+2)(2+ (—1+i)z+6—3i)) =0
= z=-2 ou Z+(~1+i)z+6-3i=0

Or, I’équation 72 + (—1+4i)z+6 — 3i = 0 est une équation du second degré. On commence
donc par calculer son discriminant, qui vaut A = —24 + 10i = (1 + 5i)? # 0 (une racine
carrée est déterminée grace a la méthode usuelle qui n’est pas détaillée ici). Ainsi, I’équation
du second degré z? + (—1+i)z+6 — 3i = 0 admet deux racines complexes, données par,

z1 = —3i et =142
Finalement,

D1+ +(4—i)z+12-6i=0 <= z=-2 ou z=-3i ou z=1+2i

L’équation (E) admet trois solutions complexes qui sont| —2, —3i et 1 4 2i.
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Exercice 23 — Déterminer puis représenter 1I’ensemble des nombres complexes z € C tels que

z+1 . .
1 soit imaginaire pur
z

e Méthode 1 : grace a la caractérisation avec le conjugué. Soit z € C, z # 1 (pour que la
quantité étudiée ait un sens). On a,

z+1 . z+1 z+1
— €iR — =——
z—1 z—1 z—1
z+1 z+1
— =
7—1 z—1
= @+ x@z-1)=—(z+1)(z-1)
— z-7+z—-1=—(Z—z+z-1)
= m—t+i-1=—z+i-1+1
— 27z=2
— 7z=1
— |z’ =1
— |z|=1

Ainsi, I’ensemble des z € C tels que fi € iR est donné par

[{zeClle = 1)\{1}]

)

e Méthode 2 : en calculant la partie réelle. Soit z =a+ib € Cavecz# 1. On a,
z+1 a+ib+1

z—1 a+ib—1
a+1-+ib
a—1-+ib
(a+1+ib)(a—1—ib)

~ (a—1+ib)(a—1—ib)

a2+ b*—1-2ib
a (a—1)2+b2
a+b*—1 =2b

P S PRy

Ainsi,

41 41
H}em<=>m(“’>

Z— z—1
a?+b*—1 _o
(a—1)24+p2

= a+b—1=0
— b =1
= |z’ =1

= |z7]=1

Ainsi, I’ensemble des z € C tels que f} € iR est donné par

[{zeCle = 1)\{1}]
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Exercice 24 -
1. Soient z et 7/ deux nombres complexes tels que 1 +2zz # 0, |z] = 1 et || = 1. Montrer que

/
Z+7Z cR
1427
!
Posons Z = e .Ona
1 +z2 -
z+7  I+7

Z:

1+z7 1+4zZ

1 - 1
Or|z| = 1, donc |z]*> =zZ =1, et donc T = —. De méme, 7/ = —. Onadonc
z

Z
11 7 7
gz 7 _Zz 7 _Ztz_
1L ZZ’JrZ—Z/ 7 +1
77
2. Soit z € Ctel que |z| =1 et z # 1. Montrer que
1
iz+ €R
z—1
z2+1
Posons Z =i T Ona
-
— 7+1
7— it
z7—1
B 1
Or, comme |z] = 1,zz =1, donc Z = —. Donc
Z
1+1
_ ~ 1 1
A E A L L
1_1 1—z z—1
z

Donc
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Exercice 25 - Résoudre dans C I’équation z* +z> — 6 = 0.
Soit z € C. Posons Z = z2. Alors,
zestsolutionde ¥ +72—6=0 si et seulement si Z est solution de Z> +Z — 6 = 0.

Or
ZP4+7-6=(Z2-2)(Z+3)

On en déduit que

Z estsolutionde Z>+Z—6=0 si et seulement si Z=-3ouZ=2.

Donc,

zestsolutiondez4+z2—6:0‘ — 2=-3 ou =2

= ’z:i 3 ou z=—iv/3 ou z=—V2 ou Z:*\ﬁ‘
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Exercice 26 — Soient x € Ret u € C tel que |u| = 1. Montrer que |x — u| = |1 — xu].

Soientx € Retu € C tel que |u| = 1. On a,

1
|x—ul|=|u(-x—1)] caru#0

u
=ullxu—1| caruu=1

=|xu—1| carlz| =z

= |xu—1|
=|xwu—1] carxeR
= |1 —xul.
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Exercice 27 -
1. Montrer I’identité du parallélogramme: pour tout u,v € C,

u+ v+ u—v|* =2(Ju> + |v]?).

Soitu,v€ C.Ona

2= (u+v)(w+v)+ u—v)(u—v)

=u+v)(@+v)+u—v)(a—v)

=u~+uv-+viu+vv+uiu —uv —vie+vv

lu+v> +|u—v

=2Jul? +2v|?.

2. En donner une interprétation géométrique.

Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des
carrés des quatre cOtés.
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Exercice 28 - Oral TSI CCINP 2012. Le plan est rapporté & un repere orthonormé direct (0, i, V). Le point
A est le point d’affixe z4 = 1+iv/3. On note / le milieu du segment [OA].
1. Déterminer I’affixe du point /.

A
1
O D B
D’apres le théoreme de Thales, on a,
Ol 0D DI
OA OB DA
c’est-a-dire, si on note x + iy I’affixe de 1,
I x
2 1 3
(on a aussi utilisé que |OA| = |1+iv/3| =2 et O = 1 car I est le milieu du segment [OA]).
On obtient donc que,

est I’affixe de /.
2. Montrer que 1’ensemble des points M d’affixe z tels que |z| = |z — z4] est une droite passant par /.

Soit z =x+iy € C (avec x et y deux réels). On a,

x4y =x—-1)72+(y—V3)?
<:>x2+yz =x>—2x+1 +)72—2'\f3y+3

&0=—2x+4—2V3y

N 2
Sy= ﬁx—ﬁ—ﬁ

La derniere équation décrit bien une droite passant par I car

L1, 2 V3
V32 V3 2
3. On considere I’application f : C — C telle que
1—-iv3
Vz e C, flz) = 21\[2+1+i\/§
(a) Calculer £(0), f(za) et f(zr).
On a,
fO)=1+iV3

et
] = 20— iva) 14323

et
_ 13 (1 '\/g)+1+i\ﬁ:2+i\f

) 2 2 '
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(b) Montrer que,
Vz1,22 € C, |f(z1) — f(z2)] = |21 — 22

Soient z;,zp € C. On a,

1—ivV3_ . 1—-iV3_
71 — 22

|f(z1) = f(z2)| |= > >

1—-iV/3
2

Iz — 22

=1x|z1 — 2]
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