DS 4

Samedi 24 janvier 2026, de 8h a 12h

Exercice 1 - Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. On s’intéresse a 1I’équation différentielle (E) : y’ —y= e” surR.
(a) Donner I’équation différentielle homogene associée (Ey) et la résoudre.

L’équation différentielle homogene associée est

(E)) ¥y -y=0

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene a coefficient
constant. Les solutions sont de la forme:

t 2
‘ t— Ae avec A une constante réelle

(b) Déterminer une solution particuliere de 1’équation différentielle (E).
Le second membre est une exponentielle (sans résonance). On peut chercher une so-
lution particuliere de (E) sous la forme y, : 1 — ce”’ ot a est une constante a déterminer

par substitution. On a:
Ypite ce' solution de (E) < VieR, y;,(t) —yp(t) = X't

= VieR, 26)2’7/—@2’2/=)2’%

c=1

1

it e
Yp

1

Ainsi, une solution particuliere sur R de cette équation différentielle est la fonction

. 2t
Ypitme

(c) En déduire la résolution de de 1’équation différentielle (E).

Grace aux deux questions précédentes, on sait que les solutions de (E) sont de la forme

‘ te Ae + eZt avec A une constante réelle
2. Montrer que
1 —-x+4 3
Vxe[l,3], — < <<
(131 3r=53 553
Soit x € [ 1.3]. D’une part, on sait que
1<x=<3

donc -3>-x=>=-1 car—-1<0
donc 1=>—-x+42=3

D’autre part, on sait que

I=x<3
2 2 .
donc 1=<x"<9 car x = x~ est croissante sur [0, +oco[
2
donc 2=<2x" <18
2
donc 5=<2x"+3<2l
1 1 1 1 P
donc 57 < 5= =<5  carxe | estdécroissante sur 10, + oo



En multipliant deux les inégalités (car tous les termes sont positifs), on obtient que

1 —x+4 3

< —— <
205224375

3. Donner la valeur des parties entieres suivantes :
a) [2.3]=2 b) [-1]=-1 o |z]=3

4. Déterminer le terme général des suites (u,)qen €t (v, )nen définies par récurrence de la maniére
suivante :

a) up=2etVneN, u, 1 =u,+1

La suite (u,,),en €st une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier terme uq = 2.
Ainsi, son terme général est donné par

VneN, U, =2+n

b) vg=1letVneN, v, .1 =—v,

La suite (v,),en est une suite géométrique de raison r = —1 et de premier terme
vo = 1. Ainsi, son terme général est donné par

Vn €N, v, =1x(=1)"=(-1)"

5. Enoncer le théoréme de la limite monotone (pour une suite croissante). On illustrera graphiquement
cette proposition.
Soit (u,),en une suite croissante.

* Soit la suite (u,),cn est majorée et alors elle converge.
* Soit elle diverge vers +00.

T~ ~ )
[ ]
°
1 ° ° ° . 1
. [ ]
1 T °
[ ]
t \ e © >
La suite est croissante et majorée, elle La suite est croissante et non majorée,
converge vers un réel. elle diverge donc vers +00.

6. Calculer la limite des suites suivantes.



a) VneN, u,= (%)n+2"

En reconnaissant deux suites géométriques, on a

li ! n—O 1<1<1
noreo\2) T car 2
et

lim 2" = +o00 car2=>0

n—+00

Ainsi, par somme,

lim u, = +0c0
n—+0oo

b) VneN, u,= eS|

2n%+n
On peut commencer par remarquer que
2 2
n +1 n

20 +n 202

c’est-a-dire

P+l 1
20 +n 2
Ainsi,
2
. n +1 _1
n—grnOOZn2+n_2

* _ n+ln(n)
¢) VneN", u,= oxp(m) o

On peut commencer par remarquer que
n+1n(n) n
exp(n) +n>  exp(n)

Ainsi, en utilisant les croissances comparées, on obtient,

n+In(n) ) n

5= lim =
n—+c0 exp(n) +n?  n—+co exp(n)




Exercice 2 - Dans cet exercice, on s’intéresse a 1’inéquation
2
(1 |—x"=3x+4| =6

d’inconnue x € R. Dans un premier temps, on souhaite résoudre cette inéquation de maniere calculatoire.
1. Recopier sur la copie le schéma suivant (représentant la droite réelle) et y faire apparaitre les nombres
réels dont la distance a O est supérieure ou égale a 6.

On représente ci-dessous en rouge I’ensemble des nombres réels dont la distance a 0 est
supérieure ou égale a 6.

-6 0 6

2. En déduire que la résolution de (I) est liée a la résolution de deux inéquations que 1’on explicitera.

Soit x € R. Par propriété de la valeur absolue, on a,

|—x2—3x+4|2() = > =3x+426 ou —x —3x+4<-6

& %-3x-220 ou —X-3x+10=0

3. Résoudre I’'inéquation —x*=3x-220dinconnue x € R.

Afin de dresser le tableau de signes du polyndme x +— —x* = 3x— 2, commengons par
calculer son discriminant :

A=(=3)2—dx(=1)x(=2)=9-8=1.
Puisque A > 0, le polyndme a deux racines qui sont données par

_—(=3)-v1 _3-1

R — =1
T TOx(e) T =2
et
—(=3)+V1 3+1
Xy = = =-=2.
2x(-1) -2
Comme de plus son coefficient dominant est négatif (il vaut —1), on a le tableau de signes
suivant :
X —00 2 -1 + 00
Signe de
— + —
—* =3x-2 v v

ce qui montre que I’ensemble des solutions de I’inéquation —x~ — 3x —2 = 0 d’inconnue
x € Rest

[_25_1]

4. On admet que I’ensemble des solutions de I’inéquation —x* =3x+10 < 0 d’inconnue x € R est
]—00,—=5[U[2, +00[. En déduire I’ensemble des solutions de ([).

Soit x € R. En reprenant le raisonnement de la Question 2, on a,

|—x2—3x+4|26 = —*=3x-220 ou —x -3x+10<0
= x€[-2,—1] ou x€]—o00,—-5[U[2,+00[
= x€]—o00,=5[U[-2,-1]U[2,+00[



Ainsi, I’ensemble des solutions de (I) est

‘ ]—oo,—5:|u[—2,—l:|u[27+oo|:‘

On souhaite retrouver le résultat de la derniere question de maniere graphique.

5. Tracer la courbe de la fonction x = —x~ —3x + 4. Indication : Pour améliorer la précision du tracé,

on pourra placer le sommet de la parabole en (—1.5,6.25). On calculera au préalable les racines du
polyndme.

R 2 . .
Afin de tracer la courbe du polynéme x — —x~ — 3x + 4, commengons par déterminer ses
racines. On calcule pour cela son discriminant

A=(=3)—4x(=1)x4=9+16=25.

Ses racines sont donc

_(=3)-Vv25 _3-5
METOx(ED) T2 T
et
—(=3)+v25 3+5
Xy = = = -

2% (—1) -2

En ajoutant I’indication, on sait donc que 1’on doit tracer une parabole tournée vers le bas,
dont les racines sont —4 et 1 et dont le sommet se trouve a peu pres en (—1.5,6.25). Cela
donne :

.
x
-2
-4
-6

6. Tracer la courbe de la fonction x —(—Jc2 —3x+4).

Grace a la question précédente, on trace facilement :



7. AT’aide des deux questions précédentes, tracer la courbe de la fonction x — —* = 3x+4].

Grace aux deux questions précédentes, on trace la courbe demandée :

| — x> 3x+4]

R

8. Faire apparaitre sur le graphe de la question précédente, la résolution de 1’inéquation (I) et retrouver le
résultat de la question 4.

On reprend la représentation graphique de la question précédente et on cherche les abscisses
pour lesquelles la courbe est au dessus de la “hauteur” 6 :

| —x* —3x+4]

1 3 X
Graphiquement, on voit que les abscisses recherchées forment I’ensemble
‘ ]-00,-5]U[-2,-1]U[2,+00[

, ce qui correspond bien au résultat de la question 4).




Exercice 3 - Le but de cette exercice est d’étudier plusieurs équations différentielles.

Partie 1. Du classico-classique. On considere 1’équation différentielle suivante d’inconnue z une fonction
deux fois dérivable sur R.

(F) VieR, '(1)-27(t)+z(t) =1 +3

1. Résoudre (Fy) I’équation homogene associée a (F).

L’équation différentielle homogene associée a (F) est donnée par
(Fy) VieR, Z2(1)-27(t)+z(t)=0

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. On
commence donc par étudier son équation caractéristique donnée par

P=2r+1=0  cad(r—1)%=0

Ainsi, I’équation caractéristique admet une unique solution qui vaut 1. Donc les solutions
de I’équation différentielle homogene (Fy) sont de la forme

t — (At +B)e' avec A, B deux constantes réelles.

2. Déterminer une solution particuliere de (F). On pourra chercher une solution particuliére sous la
2 . . Ny .
forme t — at” + bt + c avec a, b, c trois constantes réelles a déterminer.

Le second membre est un polynome de degré 2. On peut chercher une solution particuliere
de (F) sous la forme y, : t = at”™ + bt + ¢ ou a,b,c sont des constantes a déterminer par
substitution Soient a, b, ¢ trois réels et y, : t at® + bt + c. La fonction ¥, est dérivable
deux fois sur R et

. 2
yp solutionde (E) < VreR, yZ(t) - Zy;,(l) +y,(1) =1 +3

Vi eR, 2a—2(2at+b)+at2+bt+c=t2+3

=
= V¢eR, at2+(b—4a)t+2a—2b+c=t2+0t+3
a=1
= <{b—-4a=0 (identification des coefficients)
2a—-2b+c=3
(a=1
2 <b:4
c=9

= y,,:t»—>t2+4t+9

Ainsi, une solution particuliere sur R de cette équation différentielle est la fonction

2
ypit -t +4r+9

3. En déduire I’ensemble des solutions de (F).

En utilisant les deux questions précédentes, on en déduit que les solutions de (F) sont de la
forme

t— (Ar+ B)e[ 1544149 avec A, B deux constantes réelles.




4. Résoudre le probleme de Cauchy suivant

() =27 () +2(t) =1 +3
z(0)=0
Z20)=1

Soit z une solution du probleme de Cauchy. D’apres la question précédente, il existe A et B
deux constantes réelles telles que

VieR,  z(r)=(Ar+B)e +1> +4r+9
On peut alors calculer que

VieR,  Z(t)=Ae +(At+B)e +2t+4
Puis, on trouve les valeurs de A et B grace aux conditions initiales :

2(0)=0 B+9=0 o [B="9
Z(0) =1 A+B+4=1 A=6

On en déduit que le probleme de Cauchy admet une unique solution donnée par

> (6t —9)e +1° +4t+9

Partie 2. Une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients non constants. On considére I’équation
. . . . L. *
suivante d’inconnue y une fonction deux fois dérivable sur R} :

) VreRY, &)'(x)-xn'(x) +3(x) =0.
5. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R} . On pose

R; - R
v y(x)
X —

X

puis ¢ = u/'.
(a) Exprimer y' et y" en fonction de y, ¢ et de (p'.
Par définition de la fonction y, on sait que

Vx>0, y(x) = xy(x)

En dérivant cette expression, on en déduit que

Va>0,  y(x)=w(x)+xy'(x) = y(x) +xe(x)

En dérivant de nouveau cette expression, on trouve

Vi>0,  y'(x)=y'(x)+o(x)+x9'(x) = 20(x) +x¢'(x)

(b) Montrer que

1
yestsolutionde (G) < ¢ vérifie Vx>0, ¢'(x)+ $¢(x)=0



En utilisant les calculs de la question précédente, on a

Vx>0, xzyu(x) —xy (x)+y(x) =0

y est solution de (G) ‘ =
= V>0, X (200) +x¢'(x) = x(w(x) +x¢(x)) +xy(x) =0
o Vx>0, 2°00(x) +x° 0 (x) —xyha) — X o (x) +xyHa)y = 0
= Vx>0, ©o'(x)+x0(x)=0
= Vx>0, (p'(x)+%(p(x) =0 carx# 0
e | @ vérifie Vx>0, ¢'(x)+ %(p(x) =0

) 52 . s . ror
(c) Résoudre I'équation différentielle ¢ + ~¢ = 0.
L’équation différentielle
! 1
Vx>0, (p(x)+)—c(p(x)=0

est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene. Ainsi, les solutions
sont de la forme

x - Aexp(—In(|x]|) avec A une constante réelle

¢’est-a-dire (car on travaille sur ]0,+00[) :

A
xe — avec A une constante réelle

(d) En déduire I’ensemble des solutions de (G).
En utilisant les deux questions précédentes, on obtient,

1
y est solution de (G) & @ vérifie Vx>0, ¢'(x)+ 70(x)=0

A
= JAeR, Vx>0,0(x) =7

A
= JAER, Vx>0y'(x)==
< JABER, Vx>0,y(x)=Aln(|x|)+B en primitivant
< JABER, Vx>0,y(x)=Aln(x)+B carx >0
< JABeR, Vx>0,y(x)=xy(x)=AxIn(x) + Bx

Ainsi, on a prouvé que les solutions de (G) sont de la forme

’x — AxIn(x) + Bx avec A et B deux constantes ‘

6. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R’. On pose pour tout r € R, z(¢) =y (et )
(a) Justifier que z est deux fois dérivable et montrer que y est solution de (G) si et seulement si z est
solution d’une équation différentielle que 1’on déterminera.

Tout d’abord, on peut remarquer que
Vx>0, y(x) = z(In(x))

Donc, en dérivant cette expression, on obtient,

Vis0,  y(x) = 22(In(x))



puis, en dérivant une nouvelle fois, on obtient,
n 1 1 ] n
Vx>0, y (x) ===z (In(x)) + =z (In(x))
X X

Ainsi,

y est solution de (G) ‘ = Vx>0, xzyn(x) —xy'(x) +y(x)=0

= Vx>0, x (—)%z’(ln(x)) + )%z"(ln(x))) —x(}l—cz’(ln(x))) +2(In(x)) = 0

& Vx>0, —7Z(In(x))+z (In(x)) =z (In(x)) + z(In(x)) = 0
e Vx>0, 2 (In(x)) =27 (In(x)) + z(In(x)) = 0
= VreR, 7'(t)-27(t)+z(1) =0 en posant «t = In(x)»

< zestsolution de (Fy) (cf Question 1) ‘

(b) En déduire a nouveau I’ensemble des solutions de (G).
D’apres la question précédente,
yest solution de (G) <  zest solution de (Fp)

& 3JA,BeR, VieR,z(t) = (At + B)e' (cf Question 1)
< JABER, Vx>0,y(x)=z(Inx) = (Alnx+B)e]nx
< dA,BeR, Vx>0,y(x) =z(Inx) = (Alnx+ B)x
< dA,BeR, Vx>0,y(x)=z(Inx) = AxIn(x) + Bx

Ainsi, on a prouvé de nouveau que les solutions de (G) sont de la forme

’ x - AxIn(x) + Bx avec A et B deux constantes ‘

Partie 3. Une équation fonctionnelle. On considére I’équation fonctionnelle suivante d’inconnue f une
. s . *
fonction dérivable sur R :

(H) Vx e R}, f'(x)=xf(%).
7. Montrer que si f est une solution de (H) alors
Vi>0,  f'(x)= f(;) - xizf(x)
Soit f est une solution de (H). Soit x > 0. On sait que alors que
) = xf(%)
En dérivant cette expression, on en déduit que
porms )38 -
Or, en utilisant (H) avec X = lx >0, ona,
7 ()—lc) )

Ainsi,




8. En déduire que si f est une solution de (H) alors f est une solution de (G).

Soit f est une solution de (H). Soit x > 0. On sait que
! 1
7@ =r(3)

D’apres la question précédente, on sait aussi que

I 1 1

76 =1(3) - )
Ainsi, on peut calculer que
2 0 1 2 1 1 1
211 =f () + () = x( £ 5 )= 550 ) =wxxr (5 )+ 1)

=x2f(%)—f(x)—x2f(%)+f(x)
=0

Donc,

la fonction f est une solution de (G). ‘

9. Résoudre (H).

Procédons par analyse-synthese.

e Analyse. Soit f une solution de (H). D’apreés la question précédente, f est une solution
de (G). Donc, en utilisant le résultat de la Partie 2 (cf Question 5d ou 6b), on en déduit
qu’il existe A et B deux constantes telles que

Vx>0, f(x) = AxIn(x) + Bx

Or, comme f est une solution de (H), on peut remarquer que nécessairement

£y = f(1)

ce qui implique que A = 0.

o Synthese. On vérifie que toutes les fonctions de la forme x — Bx avec B une constante
réelle sont bien solutions de (H). Soit B € R. Notons, f la fonction définie par, pour
tout x > 0, f(x) = Bx. Alors, d’une part,

X

1 B
Vx>0, xf(—)=x><—=B
D’autre part,
Vx>0, f(x)=B

Dong, f est bien solution de (H).
Ainsi, les solutions de H sont les fonctions de la forme

’ X~ Bx avec B une constante réelle




Exercice 4 - On consideére la matrice P suivante.

1. Montrer que P est inversible et calculer P on fera apparaitre sur la copie la vérification du résultat
obtenu.

Pour déterminer si la matrice P est inversible, on applique I’algorithme du pivot de Gauss.

a) Opérations sur P b) Opérations sur I3
1 0 -1 1 0 0
-2 1 1 0O 1 0
2 -1 0 0 0 1
1 0 -1 1 0 0
~10 1 -1 (L2<—L3+2L1) ~12 1 0
2 -1 0 0 0 1
1 0 -1 1 0 0
~ O 1 —1 (Lg(—Lg—le) ~ 2 1 O
0o -1 2 -2 0 1
1 0 -1 1 0 0
~10 1 -1 (Lg <—L2+L3) ~12 1 0
0 0 1 0 1 1
Apres transformations élémentaires, la
matrice qui apparait est triangulaire supérieure
avec tous ses coefficients diagonaux
non nuls. La matrice P est donc
Pour déterminer son inverse, on pour-
suit I’algorithme.
1 0 O I 1 1
~10 1 -1 (L1<—L1+L3) ~12 1 0
0 0 1 0 1 1
1 0 0 I 1 1
~10 1 O (L2 «— Lz + L3) ~12 2 1
0 0 1 0 1 1
La matrice P est donc inversible et son inverse est donné par
1 1
Pl=]2 2
0 1
P Vérification.
1 0 -—-1\/1 1 1
pP =2 1 1|2 2 1|=5 v
2 -1 0/J\0 1 1

2. On considere le systeme linéaire suivant :

X -z = 1
-2x + y + z = 0
2x -y = -1



d’inconnue (x,y,z) € R’.
(a) Donner I’interprétation matricielle de ce systeme linéaire.

Soit (x,y,z) € R’. On peut remarquer directement que

X -z = 1 1 0 -1\/x 1
—2x + y + z 0 = -2 1 I {|y|l=] 0 <= PX=B
2x  — y = -1 2 -1 0/\z -1

avec P la matrice définie au début de 1’énoncé,

X 1
X=\|y et B=]0
Z -1

(b) En déduire que ce systeme linéaire admet une unique solution que 1’on déterminera.

Soit X € M3 1(R). Comme P est inversible (cf Question 1), on peut résoudre directe-
ment le systtme PX = B de la maniere suivante :

PX=B < X=P 'B

Ainsi, le systtme PX = B admet une donnée par (en reprenant le

calcul de P~ de la question 1) :

1 1 1 1 0
x=pP'B={2 2 1]/ 0 |=]|1
0 1 1/\-1 -1
3. On considere maintenant la matrice A suivante
2 1 1
A=| -2 0 -1
2 1 2

(a) Calculer T = P~'AP. On doit obtenir une matrice de la forme

S O *
S * O
* ¥ O

En effectuant les différents produits matriciels, on obtient,

=p'AP

1
2
1

Il
S N =
—_—— =

N —
—_—— O ~—
Lo
N

[\
_— 0 = O -
[\
[\
|
—
)

1l
— S o =
S O
S = O

(b) Calculer T? et T°.



En effectuant les calculs matriciels, on trouve

4 0
=10 1 et |T° =
0 0

— N O
S O >
S = O
—_— W o

7z . n 2 . A N
(c) Déterminer pour tout n € N, T". On pourra commencer par énoncer une conjecture grdace a aux
calculs de la question précédente, puis on pourra démontrer cette conjecture par récurrence.

Grace a la question précédente, on conjecture que

2" 0 0
VneN, T"=10 1 n
0 0 1
Montrons par récurrence que,
2" 0 0
VneN, Pn):«T"={0 1 n|» est vraie
0 0 1

s

e [Initialisation. Montrons que P(0) est vraie. D une part, par convention,

° =1
D’autre part,
2 0 0\ (1 00
0 1 0|=|0 1 0|=K
0 0 1 0 0 1

Donc, P(0) est vraie.
e Hérédité. On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire, on

suppose que
n

2" 0
T"=10 1
0 0

-3 O

Montrons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire, montrons que

C(2 oo
"= 0 1 n+l
0 0 1
On a,
Tn+I: T”><T
2" 0 0
=0 1 n|XT en utilisant I’hyp de rec
0 0 1
2" 0 0 2 00
=10 1 n|x{0 1 1 grace a la Question 3a
0 0 1 0 0 1
2n+l 0
=1 0 I 1+n
0 0 1

Donc, P(n+ 1) est vraie.



e Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a montré que

n

2" 0
VneN, T"=|0 1
0 0

-3 O

(d) Démontrer que, pour tout n € N, A" = PT"P L.

Tout d’abord, on peut remarquer que

T=P'AP
donc PT =AP
donc prP ' =4

c’est-a-dire
A=pPTP!

Raisonnons ensuite par récurrence. Notons, pour tout k € N, P(k) : " Ak =prtpte

e Initialisation. Montrons que P (0) est vraie.
D’une part, A’ = I3 (par convention).
D’autre part, PT°P™' = PP~ = pP™' = I5.
Donc P(0) est vraie.
e Heérédité.
Supposons que la propriété P (k) soit vraie pour un certain k € N, c’est-a-dire
supposons que

A¥ = prip!

Montrons que la propriété P(k + 1) est vraie, ¢’est-a-dire montrons que

Ak+l _ PTk+lP—l
Ona
A = A xm
=pPT'P'Mm par hyp de récurrence
=pr'p ' PTP! cf Remarque au début de la question
= pr'prP™!
_ prttip!

Donc P(k+ 1) est vraie.
e Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

VkeN, Af=prip!

(e) En déduire pour tout n € N,A". On demande de calculer explicitement ses neuf coefficients.



Soitn € N. On a,

=PT"P"! d’apres la question 3d
2" 0 0
=Px| 0 1 n|xP-1 d’apres la question 3¢
0 0 1
10 -1\/2" 0 0\/1 1 1
=1-2 1 1 0 1 n{|2 2 1 en utilisant 1’énoncé et la question 1
2 -1 0/J\0 0 1/\0 1 1
10 -1\/2" 20 2
=1-2 1 1 2 n+2 n+1
2 -1 0/\0 1 1
2" 2"~ 1 2" —1
_ 2_211+l n+3_2n+1 n+2_2n+l

2n+l_2 2n+l_2_n 2n+1_1_n

4. On considere trois suites (1, ),en, (Vi )nen €t (W, )nen définie par, ug =0, vo = 0, wo = 1 et

Upr = 2Up + Vv, + Wy,
VrneN, { v = —2u,—w,

Wya1 = 22Uy + v, + 2w,

On pose également,

un

VneN, X,=1| v,

Wn
(a) Que vaut X ? Que vaut X; ?
D’apres 1’énoncé, on a,

U 0

Xo=|vo |=|0

wo 1

Puis, en utilisant les relations de récurrence, on trouve

up =2ug+vg+wy=1
VneN, vy = =2ug—wy=—1
wi = 2ug +vy+ 2wy =2

1
X1= —1
2

(b) Déterminer une matrice A € M3(R) telle que
VneN, X, =AX,

Soit n € N. En utilisant la relation de récurrence, on a

Upt1 2u, +v, +w, 2 1 1 uy,
Xor1=| Vat1 | = —2u, —wy, =||-2 0 -1 v | = AX,
Whal 2u, +v, +2w, 2 1 2 w,

ou A est la matrice de 1’énoncé, définie a la question 3.



(c) Démontrer que
VneN, X, =A"X,

Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, la propriété
P(n): « X, =A"Xp»

est vraie.
e [Initialisation : Montrons que P (0) est vraie, ¢’est-a-dire que

X, = AX,

Par convention .
A XO =I3XXO ZXO

Donc la propriété P(0) est vraie.
 Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que

X, =A"X,
Montrons que P (n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

n+l

X1 =A X
On a,
X,+1 = AX, d’apres la Question 4b
= AA"X, par hypothése de récurrence

n+1

=A""x,

Donc P(n+ 1) est vraie.
e Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

] VneN, X,=A"X, \

(d) En déduire I’expression explicite des suites (4, ),en,> (Vi )nen €t (Wy )nen-
Soit n € N. Tout d’abord,

X,=A"X,  cf Question précédente

" 2" 2" 0
=|2-2""" p43-2""" pe2-2"""xlo cf Question 3e
2;1+l_2 211+1_2_n 2n+l_1_n 1
2" —1
=|n+2-2""
AR

Or, par construction,

Mn
Xp=|
Wi’l
Ainsi, par identification, on obtient,
u, =2" -1
+1
Vv, =n+2— 2"
n+1

w,=2" —1—-n




Exercice 5 - Soit f : x — x—In(x)

Partie 1. Etude de f.
1. Quel est le domaine de définition de f ?

La fonction x — x est définie sur R. La fonction x — In(x) est définie sur ]0,+o0o[. Ainsi,
le domaine de définition de f est

10, +o00[

2. Donner le tableau de variations complet de f. On admet que

xllr(r)1+ f(x) =+o0 et xlgrnoof(x) = +00

La fonction f est dérivable sur 0, +o00[ et

x—1
X

1
Vx>0, f’(x)zl—;z

Ainsi, on peut en déduire le tableau de signe de f' puis la tableau de variations de f de la
maniere suivante.

X 0 1 +00
x—1 - 0 +
x 0 + +
f'(x) - 0 +
+00 +00
£(0) T
1

3. Tracer I’allure représentative de la courbe de la fonction f.

y =x—In(x)

4. La fonction f est-elle majorée ? minorée ?

La fonction f est . La fonction f n’est par exemple car

lim f(x) = +oo.

X—+00



Partie 2. Etude d’une suite implicite.
5. Démontrer que la fonction f est bijective de ]1,+0o[ vers un intervalle & déterminer.
On sait que

e L’ensemble ]1,+0oo[ est un intervalle.

e La fonction f est continue sur ]1,+0o[.

« La fonction f est strictement croissante sur |1, +o0o[ (cf Question 2).
Donc, d’apres le théoreme de la bijection,

’ la fonction f réalise une bijection de ]1,+o00[ sur ]1,+00[ ‘

(car f(1)=1et lim f(x)=+00)
X—+00
6. En déduire que, pour tout n € N, n = 2, il existe un unique réel x,, €]1,+00[ tel que f(x,) = n.

D’apres la question précédente, la fonction f réalise une bijection de ]1,+0o[ sur ]I, +o0o[
donc :
Vy €]l +oof, Flx€e]l,+oo[, y=f(x)

Soitn € N,n = 2. En prenant y = n €]1,400[, on obtient

|3, €]1, +00[, x, = f(n) |

7. Soitn € N,n = 2. Comparer f(x,) et f(x,+1). En déduire que la suite (x,),»> est croissante.

Soit n € N,n = 2. Par construction,

f(x”) =n et f(xn+l) =n+1

Et donc,
f(xn) = f(xn+l)

Or, la fonction f est croissante sur |1, +00[ et x,,,x,+ sont dans ]1,+0o[, donc nécessaire-
ment,
Xn = Xp+1

Ainsi, la suite (x,,),»> est | croissante.

8. En déduire qu’il existe seulement deux comportements possibles (a expliciter) pour la convergence de
la suite (x,,),»2.
D’apres la question précédente, la suite (x,),»> est croissante. Donc, d’apres le théoréme
de la limite monotone, seulement deux comportements sont possibles :

¢ Soit la suite (x,),>> est majorée et donc ce cas, elle admet une limite finie.
* Soit la suite (x,),»> n’est pas majorée et dans ce cas, elle diverge vers +00.

9. En déduire que la suite (x,),», diverge vers +00.
Supposons par I’absurde que t la suite (x,),>»> admet une limite finie que ’on note £. Or,
on sait par construction que,

VneN, fx,) =n

Or, par continuité, la suite (f(x,)),s2 tend vers f(£), alors que la suite (n),s, diverge
vers +00. Ceci est absurde par unicité de la limite. Donc, nécessairement, la suite (x,),s2

diverge vers +00. ‘

10. Montrer que, pour tout x > 0, In(2x) < x.

Montrons que pour tout x € ]0; +00[,In(2x) < x. Posons g : x = x —In(2x). La fonction g
est définie et méme dérivable sur ]0; +o0o[ et pour tout x €]0; +0o[,

I 1 x-1
gx)=1-1=—.

Ainsi, de facon similaire a la question 2, on obtient le tableau de variations suivant.



g(x)

1 —1n(2)

Or2 < edoncIn(2) < I etdonc 1 —In(2) > 0. D’ou,
Vx €]0;+00[, g(x)>1-In(2) >0

c’est-a-dire

‘ Vx €]0;+00[, In(2x) <x‘

11. En déduire que, pour toutn = 2, n < x,, < 2n.

Soit n = 2. On sait que

f(n) =n—1n(n), flx,)=n f(2n) = 2n—1n(2n)

Or, comme In(n) =0 (carn # 1), on a

f(n) = f(xa)

De plus, d’apres la question précédente, In(2n) < n, donc —In(2n) = —n et donc 2n —
In(2n) = n, ainsi,

f(xan) = f(2n).

Ainsi, on a,

f(n) = f(x,) < f(2n)
Or, la fonction f est croissante sur ]1,+0o[ (et n,x, et 2n sont dans ]1,+00[) donc
nécessairement,

n<x,<2n

12. Re-démontrer que la suite (x,),»> diverge vers +00.

D’apres la question précédente,

En particulier,
Vn=2, X, =n

Or, lim n = 400, donc par minoration,
n—+0o

lim x, = +00
n—+00

Partie 3. Etude d’une suite explicite récurrente. On fixe ug = % et pour tout n € N, on pose uy,+1 = f (u,).
13. Montrer que pour tout n € N, u,, € [1,2]. On pourra s’ appuyer sur la monotonie de f pour I’hérédité
de la récurrence.

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la propriété
P(n) "u, € [1,2]"

est vraie.

* Initialisation. Montrons que PP (0) est vraie. D aprés I'énoncé, ug = 3/2 € [1,2]. Donc
P(0) est vraie.



o Hérédité.
On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire on suppose que
u, €[1,2]
Montrons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire, montrons que
u,41 €[1,2]
On a,

l<u,=<2 d’apres 1’hypothese de récurrence
donc f(1) < f(u,) < f(2) carlafct f est croissante sur [0, 1 ](cf Question 2)
c-a-d I <u,y <2-1n(2)
afortiori 1<u,, <2

Donc P(n+ 1) est vraie.
e Conclusion. Par principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, P(n) est
vraie, ¢’est-a-dire

VneN, u, €[1,2].
| |

14. Montrer que (u,),cn €St monotone et préciser sa monotonie.

Soitn € N. On a,
Upt1 — Up = Uy —1I1(Mn) —Up = _ln(un)

Or, d’apres la question précédente, u,, > 1, donc In(u,) = 0 et donc —1In(u,,) < 0. Ainsi, on
a démontré que
VneN, U1 — iy, = —1In(u,) <0

La suite (u,),ecy est donc | décroissante.

15. Montrer que la suite (u,),cy admet une limite finie, que 1’on note 4.

La suite (u, ),y est décroissante (cf Question 14) et minorée par 1 (cf Question 13). Donc,

d’apres le théoréme de la limite monotone, la suite (u, ), admet une

16. Donner un encadrement sur la valeur de la limite ¢ de la suite (u;),ey-

D’apres la question précédente, la suite (u,),cy admet une limite finie que 1’on note £. Or,
on sait par la question 13 que

VneN, l<u,<2

Donc, en passant a la limite, on obtient que

17. Déterminer la valeur de la limite de la suite (u,),cn-

D’apres la question précédente, la suite (u,,),cr admet une limite finie que 1’on note £. Or,
par construction,
VneN, Unt1 = Uy —In(u,)

Donc, en passant a la limite, on obtient que
(={—1n(¥)

(Cette équation est bien licite car on sait que ¢ > 0 par la question précédente et donc la
quantité In(¢) est bien définie.) Ainsi,

In(¢)=0

et donc

La suite (u,),cy | converge vers 1.

(=1



Pour tout n € N, on pose
n

p,,=l_[uk=u0><u1><-u><un
k=0

18. Montrer que pour toutn € N, p,, = 1.

Soit n € N. D’apres la question 13, on sait que
Vke€{0,...,n}, up > 1
Donc, en effectuant le produit de toutes ces inégalités, on obtient,
UugXup XXy 21X1X--%1

c’est-a-dire

v

Pn

19. Montrer que (p,),en €St croissante.

Soitn € N. On a,
n+l
l_[ uj
k=0

n

l_[ Uy
k=0

ug Xy Xooe Xty XUpy
Ug Xy X+ Xy,

Pn+1
Pn

= Up+1
=1 d’apres la Question 13

(d’apres la question précédente, on sait en particulier, que, p, # 0, donc la quotient a bien
un sens). Or, p, = 0 d’apres la question précédente, donc on en déduit que

Pn+1 Z Pn

Ainsi, la suite (p,),en €st

20. Montrer que pour tout n € N,
n
Zln(”k) = Uy~ Up+1
k=0
Soit n € N. On sait que
VkeN, Upy] = U — ln(uk)

On en déduit que
Vk €N, In(u,) = uy — gy

Ainsi,
n n
Zln(“k) = Z(“k — Ujs1)
k=0 k=0

On reconnait une somme télescopique. On obtient donc,

n n
Zln(uk) = Z(”k‘ukﬂ) = Up = Unt

k=0 k=0

21. En déduire que (p,),cy converge et préciser sa limite.



Soit n € N. On peut remarquer que, grace aux propriétés algébriques sur le logarithme,

n

Zln(uk) = ln(l_[uk) =In(p,)
k=0

k=0
Ainsi, en utilisant la question précédente, on obtient

3
1n(pn) = Uy —Upy1 = i —Up+1

Donc, en passant a I’exponentielle, on obtient,
3
VneN, Pn = €Xp z — Un+1

Or, d’apres la question 17, on sait que la suite (u, ), converge 1, et donc en tant que suite
extraite, la suite (1,11 ),y converge aussi vers 1. On en déduit alors que

n—+00

3 3
lim p, =nE£rnooexp(§—u,,+l) =exp(§— 1) =+e

La suite | (p,),en converge vers +/e. ‘




