TD 29 — Applications Linéaires

1 Linéarité d’une application
Exercice 1 - Montrer que les applications suivantes sont linéaires.

Lesquelles sont des endomorphismes ? des formes linéaires ?

a) fi: RZ — R?
(xay) — (2x—y,—x+3y)

b) £: R — R
X o 3
¢ fz: ¢(RR) — R
fo—  Jef@)de
d) f+: RX] — R[X]
P —s XP

Exercice 2 - Montrer que les applications suivantes ne sont pas
linéaires.

a) fi: RP — R3
(tyz) — (x+2z,y1)

b) : R — R
X — 3x

¢ f3: RX]xRX] — R[X]
(P,Q) — PQ

Exercice 3 - Représentation via une base. Soit u
I’endomorphisme de R? tel que les images des vecteurs de la base
canonique soient u((1,0,0)) = (1,—1,2), u((0,1,0)) = (-3,2,—1)
etu((0,0,1)) = (-7,4,1).

1. Déterminer une expression explicite de u.

2. Déterminer les éventuels antécédents de (—1,1,8) par u.

3. Lapplication u est-elle surjective?

4. Démontrer «a la main» que I’application u n’est pas injective.

Exercice 4 - Représentation via une base. Soient n € N* et ®
I’endomorphisme de K, [X] défini sur la base canonique par: ®(1) =1
et pour tout k € {1,...,n}, ®(XK) = (k+ 1)X* — kX*~1. Calculer
®(P) pour tout polyndéme P € K, [X]

2 Noyau, image
Exercice 5 — Déterminer le noyau des applications linéaires suiv-
antes et en donner une base. Les applications sont-elles injectives
?
a) fi: RZ — R3
(x,y) — (x+yx—yx+y)
b) f: R — R

'H
¢ f: RX] — R[X
H

d fi: ¢'(R,R)

Exercice 6 — Déterminer I’image des applications linéaires suivantes
et dire si elles sont surjectives ou non.

a) fi: RE — RS
(x,3,2) — (x—2y+z,x—y+2z,3x—Ty+32)

b) f21 R3[X] — R4
P — (P(0),P'(0),P"(0),P"(0))

2h ) a1 )
M — AM

Exercice 7 - On note E I’espace vectoriel des suites réelles. Soit A
I’application définie pour toute suite (u,) de E par A(u,) = (v,), ol
(v,) est définie par :

VneN, v, =upt1 —uy.

Montrer que A € Z(E).
Déterminer ker(A). L’application A est-elle injective?
Montrer que A est surjective.
(a) Calculer A%.
(b) Ecrire ker(A?) sous forme d’un Vect.
5. Soit F I’ensemble des suites réelles (u,) telles que uy = 0. Mon-
trer que E = F @ ker(A).
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3 Théoreme du rang

Exercice 8 - On considere 1’application suivante

f: R — R
(x,3,2) — (2x—y—z,—x+2y—z,—x—y+22)

Montrer que f est une application linéaire de R? dans R.
Déterminer le noyau de f et donner sa dimension.

En déduire la dimension de I’image de f.

En déduire une base de I’'image de f.

5. Lapplication f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Ll S

Exercice 9 - On considere 1’application suivante

f: RS — R*
(x,3,2) — (x+zy—xz+yx+y+2z)

Montrer que f est une application linéaire de R? dans R*.
Déterminer une base de I’'image de f et donner sa dimension.
En déduire la dimension du noyau de f.

En déduire une base du noyau de f.

5. L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 10 - Soit @ : R3[X] — R3[X]; P— X(P' — P'(0)).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2. Déterminer une base de I’image de ¢.
3. Déterminer le rang de ¢.
4. Quelle est la dimension du noyau? En déduire une base du
noyau.
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—

Exercice 11 - Soient (€},é>,¢3) la base canonique de R* et f €
Z(R?) définie par f(e1) = €1 + &3, f(&2) = €1 +283, f(&3) = é1 —éa.



1. Déterminer, pour tout (x,y,z) € R?, expression de f(x,y,z).
2. Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).
Exercice 12 - Soit n > 2. Pour tout P € R,[X], on définit f(P) =
P+(1-X)P.
1. Montrer que f est un endomorphisme de E = R,,[X].
2. Soit P, = (X — 1) pour k € N. Justifier que la famille (P, ..., F,)
est une base de E.
3. Déterminer f(P;) pourk=0,...,n eten déduire Ker(f) et Im(f)
en précisant une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels.

Exercice 13 - Soit n € N. On considere I’application u : R,[X] — R?
définie par

VP € R,[X],

1. On se place dans le cas n = 1. Déterminer une base de ker(u) et
de Im(u). L application u est-elle injective, surjective, bijective
?

2. Méme question pour n =2 puis n = 3.

Exercice 14 - On considére C = {a+ib € C | a,b € R} comme un
R-espace vectoriel. Soitu:C — C; z+—— (1 +i)z+ (1 —i)zZ.

1. Montrer que u est un endomorphisme de C.

2. Déterminer le noyau et I’image de u.

4 Opérations sur les applications linéaires

Exercice 15 - Soient f et g les applications linéaires de R? dans R?
définies par

Y(x,y) €R?E, f(x,y) = (x—y,x+Y)

et
V(x,y) €R?, g(x,y) = (2x—3y,2y)
Donner I’expression de fogetde go f.
Exercice 16 - Soient n € N et u et v les applications définies pour
tout polynéme P € K[X] par
u(P)=—nP+2XP et v(P)=nXP—X?P

1. Montrer que u et v sont des endomorphismes de K[X].
2. Montrer que uov—vou =2v.
3. Montrer que pour tout p € N,onauov’ —vPou =2pvP.

S Isomorphismes
Exercice 17 - On considere I’application suivante

f: R — R3
(x,3,2) — (2x+yx—y+z,x+y)
Montrer que cette application linéaire est un automorphisme.

Exercice 18 - Dans I’espace vectoriel R> muni de sa base canon-
ique Z = (ey,e2,e3), on considere les vecteurs f; = (1,1,1), f» =
(1,1,—1) et f3 =(1,—1,1). On considére u I’application définie par

V(xy,2) €RY, u(xyz) =@ +y+zaty—zx—y+2)

1. Montrer que € = (f1, f>, f3) est une base de R>.

Vérifier que u est un endomorphisme de R>.

Déterminer Im(u) et en déduire sans calcul Ker(u).

Justifier que u est un isomorphisme.

Déterminer I’expression de #*. En déduire une relation entre u,
u* etid.

6. En déduire ’expression de ! en fonction de u et id.
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Exercice 19 - Soit o € R. Pour tout P € Ry[X], on pose ¢(P) =
(X2 +1)P' —(2X — a)P.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry [X].

2. On suppose o = 0. Donner une base de Im(f) puis une base
de Ker(f). Montrer que ces deux sous-espaces sont supplémen-
taires dans Ry [X].

3. Pour a # 0, montrer que @ est un automorphisme.

Exercice 20 - On considére C = {a+ib € C| a,b € R} comme un
R-espace vectoriel. Soit @ un nombre complexe fixé. On définit
I’application f:C — C; z— z+azZ.
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau de f.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f
soit bijective.

6 Exercices plus théoriques

Exercice 21 - Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(F) tel que
f2—5f+6ldg =0,
1. Montrer que f € GL(E).
2. Soient F = ker(f — 3Idg) et G = ker(f — 2Idg). Montrer que
E=F®G.

Exercice 22 - Soit E un espace vectoriel de dimension 3. Soit
fe f(E) tel que f2 #+ OZ(E) et f3 = OZ(E)
1. Lapplication linéaire f est-elle un automorphisme?
2. Soit xg € E tel que f2(xo) # Og. Montrer que (xo, f(x0), f2(x0))
est une base de E.

Exercice 23 - Soient E et F deux espaces vectoriels, u € £ (E,F),
ve Z(F,G).
1. Montrer que Ker(u) C Ker(vou)
2. Montrer que Im(vou) C Im(v).
3. En déduire que si u est un endomorphisme de E alors Ker(u) C
Ker(u?) et Im(u?) C Im(u).
4. Montrer que Ker(u) = Ker(u?) <= Ker(u) NIm(u) = {Og}.
5. Montrer que Im(f) = Im(f?) <= Ker(f)+Im(f) =E.

Exercice 24 - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et
feZL(E)tel que f>—3f+2idg = 02 (k)-
1. Montrer que Ker(f —idg) et Ker(f — 2idg) sont en somme di-
recte.
2. Montrer que Im(f —idg) C Ker(f —2idg).
3. Rappeler le théoréeme du rang et en déduire que dim(E) <
dim(Ker(f —2idg)) + dim(Ker(f —idg)).
4. Rappeler la formule de Grassmann et montrer que
dim(Ker(f — 2idg)) + dim(Ker(f —idg)) < dim(E).
5. Montrer que Ker(f —2idg) ®Ker(f —idg) = E.
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