TD 29 — Applications Linéaires (Correction)

1 Linéarité d’une application

Exercice 1 - Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Lesquelles sont des endomorphismes ?
des formes linéaires ?

a) f1: R? — R?

(xy) — (2x—y,—x+3y)
b) op: R —

X —

R

%
¢ f3: ¥(RR) —
f —

d fi: RX] — R[X]



Exercice 2 - Montrer que les applications suivantes ne sont pas linéaires.

a) fi: RP — R3
(x,3,2) = (x+2z,1)

b) »: R — R
x — 3%

o f: RX]xRX] — R[X]
(P,Q) — PQ



Exercice 3 - Représentation via une base. Soit u 1’endomorphisme de R? tel que les images des vecteurs
de la base canonique soient #((1,0,0)) = (1,—1,2), u((0,1,0)) = (—3,2,—1) et u((0,0,1)) = (—7,4,1).
1. Déterminer une expression explicite de u.

On a,
V(x,y2) R, u(xyz) = (x—3y—Tz,—x+2y+4z,2x—y+2)

2. Déterminer les éventuels antécédents de (—1, 1,8) par u.
On montre que (—1, 1,8) n’admet aucun antécédent en résolvant le systéme associé.
3. L’application u est-elle surjective?

Comme (—1,1,8) € R? n’admet aucun antécédent par u, 1’application u n’est pas injective.

4. Démontrer «a la main» que I’application u n’est pas injective.

On remarque que
£(0,0,0) = f(2,3,—1) = (0,0,0)

alors que (0,0,0) # (2,3,—1). Donc f n’est pas injective.



Exercice 4 - Représentation via une base. Soient n € N* et @ ’endomorphisme de Kj,[X] défini sur la
base canonique par : ®(1) = 1 et pour tout k € {1,...,n}, ®(X*) = (k+ 1)X* —kX*~!. Calculer ®(P) pour
tout polyndme P € K, [X]

On montre que
VP € K, [X], ®P)=(X—-1)P +P



2 Noyau, image

Exercice 5 - Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes et en donner une base. Les applications
sont-elles injectives ?

a) f1:

b) f2:

c) f3:

d) fa:

RZ — RS
(x,y) — (x+yx—yx+y)

On peut montrer que ker(f;) = {(0,0)}. Donc f; est injective.

R — R
(x,3,2) — x+y+z

On peut montrer que ker(f>) = Vect((—1,1,0),(—1,0,1)). Donc f, n’est pas injective.

On peut montrer que ker(f3) = {0}. Donc f3 est injective.

¢'(R,R) — %°R,R)
fo— f=2f

On peut montrer que ker(f3) = Vect(x — e**). Donc f; n’est pas injective.



Exercice 6 - Déterminer I’'image des applications linéaires suivantes et dire si elles sont surjectives ou non.

a) f1:

b) f>:

c) f3:

R — R
(x,y,2) — (x—=2y+z,x—y+2z,3x—Ty+3z2)

On peut montrer que Im(f1) = Vect((1,1,3),(—2,—1,—7)). Donc f] n’est pas surjective.

R3[X] — R4
P +—  (P(0),P'(0),P"(0),P"(0))

On a,

Im(f>) = Veet((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,2,0), (0,0,0,6))
= Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1))
= Rq[X]

Donc f, est surjective.

me)=veer(((3 0) (5 5)-(3 0)-(0 7))
(9 )

#+ M (R) (probleme de dimension par exemple)

Donc f3 n’est pas surjective.



Exercice 7 - On note E I’espace vectoriel des suites réelles. Soit A I’application définie pour toute suite
(uy) de E par A(uy,) = (vy), ot (v,) est définie par :

VneN, v, =u,r1 —up.

1. Montrer que A € Z(E).
2. Déterminer ker(A). L’application A est-elle injective?

On peut montrer que ker(A) est I’ensemble des suites constantes. L’application A n’est
donc pas injective.
3. Montrer que A est surjective.

Soit (v, )nen une suite donnée. On définit la suite (u,),en par ug = 0 et pour tout n > 1,
n—1
up, = Y, vg. Alors,
k=0
Vn €N, Aluy) = 1 — Uy = vy

Donc,
Aluy) = (vn)
Ainsi, toute suite admet au moins un antécédent par la fonction A. L’application A est
surjective.
4. (a) Calculer A2.
Pour tout 72 € N, A?(u,) = w12 — 2uty 1 + tty
(b) Ecrire ker(A?) sous forme d’un Vect.

On peut montrer que
ker(A%) = Vect((1)nens (n)nen)

5. Soit F I’ensemble des suites réelles (u,) telles que up = 0. Montrer que E = F & ker(A).



3 Théoreme du rang
Exercice 8 - On considere I’application suivante

[ RP — R
(x,3,2) — (2x—y—z,—x+2y—z,—x—y+22)

Montrer que f est une application linéaire de R dans R.
. Déterminer le noyau de f et donner sa dimension.

En déduire la dimension de I’image de f.

En déduire une base de I’image de f.

L application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

e

Suivre la méthode...

Ker(f) = Vect((1,1,1)) et Ker(f) est de dimension 1
Im(f) est de dimension 2

Une base de Im(f) est ((2,—1,—1),(—1,2,—1))
L’application f est ni injective, ni surjective, ni bijective.

w

v



Exercice 9 - On considere 1’application suivante

f: R — R*
(x,3,2) — (x+z,y—x,z+y,x+y+2z2)

Montrer que f est une application linéaire de R? dans R*.
Déterminer une base de 1’image de f et donner sa dimension.
En déduire la dimension du noyau de f.

En déduire une base du noyau de f.

L application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Nk w =

Suivre la méthode...

Base de I'image : ((1,—1,0,1),(0,1,1,1)) donc Im(f) est de dimension 2
Le noyau est donc de dimension 1.

. Base du noyau : ((—1,—1,1))

. Lapplication f est ni injective, ni surjective, ni bijective.

N



Exercice 10 - Soit ¢ : R3[X] — R3[X]; P— X(P' — P'(0)).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2. Déterminer une base de I’'image de ¢.

On a,

Im(¢) = Vect((1),0(X), p(X?), p(X?) = Vect(0,0,2X>,3X3) = Vect(X?,X?)

3. Déterminer le rang de ¢.
Le rang de ¢ (dimension de Im(¢)) est 2.
4. Quelle est la dimension du noyau? En déduire une base du noyau.

D’apres le théoreme du rang,
dim(ker ) = dim(R3[X]) —dim(Im¢) =4-2=2
On peut remarquer que ¢(1) = ¢(X) =0d’ou

ker ¢ = Vect(1,X)

10



—

Exercice 11 - Soient (€}, ¢é5,¢3) la base canonique de R? et f € .Z(R?) définie par f(e}) = é] +é>, f(é2) =
é1+2é, f(e3) = e —é.
1. Déterminer, pour tout (x,y,z) € R, ’expression de f(x,,z).

On a,
V(X,}’,Z) € Rz f(X,}’,Z) - (X+}’+Z,X+2)’—Z,O)

2. Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).

D’apres le théoreme du rang, on sait déja que
dim(R*) = dim(ker f) + dim(Im f)

11 ne reste plus qu’a montrer que ker f NIm f = {0} ou que ker+Im f = R3 (il suffit de
montrer seulement 1’une des deux propriétés). Pour montrer ¢a, on peut commencer par
démontrer que

ker f = Vect((—3,2,1))

et que
Im f = Vect((1,1,0),(1,2,0))

11



Exercice 12 - Soit n > 2. Pour tout P € R,[X], on définit f(P) =P+ (1 —X)P'.
1. Montrer que f est un endomorphisme de E = R, [X].
2. Soit P, = (X — 1)* pour k € N. Justifier que la famille (P, ..., P,) est une base de E.

La famille (P, ..., P,)

e est une famille libre (car degrés échelonnés)
e qui contient autant d’éléments que la dimension de E

c’est donc une base de E.

3. Déterminer f(P;) pour k =0,...,n et en déduire Ker(f) et Im(f) en précisant une base de chacun de
ces sous-espaces vectoriels.

On peut commencer par calculer que
Vk=0,....n,  f(B)=(1—k/(X—1)
Comme la famille (P, ..., P,) est une base de E, on a,
Im(f) = Vect(f(P), f(P1),-... f(Fn))
= Vect(1,0, —(X — 1)%, —2(X —1)*,...,(1—n)(X —1)")
= Vect(1,(X —1)2, (X —1)*,..., (X = 1)")
Comme dim(Im f) = n, par théoreme du rang, dim(ker /) = 1. Or, on remarque que

f(X—1)=0dou
ker(f) = Vect(X — 1)

12



Exercice 13 - Soit n € N. On considére ’application u : R, [X] — R? définie par
VPeR,[X],  u(P)=(P(2),P(3))
1. On se place dans le cas n = 1. Déterminer une base de ker(u) et de Im(u). L application u est-elle

injective, surjective, bijective ?

On a,
Im(u) = Vect(u(1),u(X)) = Vect((1,1),(2,3))

Donc Im(u) est de dimension 2. Par théoréme du rang, on en déduit que keru est de
dimension 0 d’ou
ker(u) = {0}

L’application est injective et on a la méme dimension finie au départ et a I’arrivée, elle est
donc bijective.

2. Méme question pour n =2 puis n = 3.
Casn=2.0na,

Im(u) = Vect(u(1),u(X), u(X2)) = Vect((1,1), (2,3), (4,6)) == Vect((1,1), (2,3)) = R

Donc Im(u) est de dimension 2. Par théoréme du rang, on en déduit que keru est de
dimension 1 et puis que

ker(u) = Vect((X —2)(X —3)) # {0}

L’application est surjective, non injective.
Casn=23. On a,

Im(u) = Vect(u(1),u(X),u(X2)) = Vect((1,1), (2,3), (4,6), (8,27)) == Veet((1, 1), (2,3)) = R?

Donc Im(u) est de dimension 2. Par théoréme du rang, on en déduit que keru est de
dimension 2 et puis que

ker(u) = Vect((X —2)(X —3),X(X —2)(X —3)) # {0}

L application est surjective, non injective.

13



Exercice 14 - On considere C = {a+ib € C | a,b € R} comme un R-espace vectoriel. Soit u: C —
Cizr— (I4+i)z+(1-0)z.

1. Montrer que u est un endomorphisme de C.

2. Déterminer le noyau et I’image de u.

e Pour le noyau, on peut revenir a la forme algébrique z =a+ib :

ib ia b

(a+ib)=24+2+ 54
plati) =575+ 573

Ainsi,
o(a+ib)=0 & a+b=0

Autrement dit,
Ker(¢) = Vect(1 —i)

e Pour I’image, on calcule simplement les images des deux vecteurs de la base canonique

o(1) = L —H, et (i) = ﬂ On a donc
2 2
Im(¢p) = Vect(1+1i)

L’image et le noyau sont tous deux de dimension 1.

14



4 Opérations sur les applications

Exercice 15— Soient f et g les applications linéaires de R? dans R? définies par

Y(x,y) €RE flx,y) = (x—y,x+Y)
et
Y(x,y) €R%, g(x,y) = (2x—3y,2y)

Donner I’expression de fogetde go f.

On a,

n

V(x,y) € R, (fog)(x,y) = (2x—5y,2x—y)

Y(x,y) € R7, (gog)(x,y) = (—x—5y,2x+2y)

15

linéaires



Exercice 16 — Soient n € N et u et v les applications définies pour tout polynéme P € K[X]| par
u(P) = —nP+2XP et v(P)=nXP—X?P

1. Montrer que u et v sont des endomorphismes de K[X].
2. Montrer que uov—vou =2v.
3. Montrer que pour tout p € N,onauov’ —vPou=2pvP.

16



5 Isomorphismes
Exercice 17 = On considere I’application suivante

1 R® — R?
(x,32) — (2x+yx—y+z,x+y)

Montrer que cette application linéaire est un automorphisme.

e On peut montrer que Ker(f) = {(0,0,0)}
e [’espace de départ et d’arrivée ont la méme dimension finie.

Donc f est bijective.

17



Exercice 18 - Dans ’espace vectoriel R muni de sa base canonique % = (e1,e3,e3), on considere les
vecteurs f1 = (1,1,1), fo=(1,1,—1) et f5 = (1,—1,1). On considere u Iapplication définie par

V(x,3,2) €RY,  u(x,yz)=(@x+y+zx+y—zx—y+z)

1. Montrer que € = (fi, f2, f3) est une base de R,

On peut montrer que la famille (f1, />, f3) est libre (via la définition) et elle contient autant
d’éléments que la dimension de R3, ¢’est donc une base de R3.

2. Vérifier que u est un endomorphisme de R>.
3. Déterminer Im(u) et en déduire sans calcul Ker(u).

On a,
hn(”) - VeCt<f<100>f<0 1,0),f(00 1)) - VeCt(fl :vaf3) - R3

(la derniére égalité provient du fait que (f1, f>, f3) est une base de R*). Ainsi, dim(Im f) =3

et puis par théoreme du rang dimker f = 0 et donc,

ker f = {(0,0,0)}

4. Justifier que u est un isomorphisme.

Comme ker f = {(0,0,0)}, u est injective. De plus, c’est une application linéaire entre
deux espaces de méme dimension finie, elle est donc a fortiori bijective.

5. Déterminer 1’expression de . En déduire une relation entre u, u? et id.

On peut montrer que
u? = u+2id

6. En déduire ’expression de u~! en fonction de u et id.
On en déduit que
1
HE(H —id) =id

Donc, u est inversible et
e
u = —(u—i
2

18



Exercice 19 - Soit & € R. Pour tout P € Ry [X], on pose ¢(P) = (X>+1)P' — (2X — o) P.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R [X].
2. On suppose o = 0. Donner une base de Im(f) puis une base de Ker(f). Montrer que ces deux
sous-espaces sont supplémentaires dans R, [X].

On peut montrer que
Im(f) = Vect((1),9(X), p(X?)) = Vect(—2X,1 — X?,2X) = Vect(X;1 — X?)

et aussi que
ker(f) = Vect(1 +X?)

Montrons que Im(f) et ker(f) sont supplémentaires dans R, [X].
e D’apres le théoréme du rang, on sait déja que

dimR,[X] = dim(Im f) + dim(ker f)
e Montrons que Im f + ker f = Ry[X]. On a,

Im f +ker f = Vect(X; 1 — X?) + Vect(1 +X?)
= Vect(X,1—X>1+X?)
= Vect(1,X,X?)
=Ry [X]

3. Pour a # 0, montrer que @ est un automorphisme.

19



Exercice 20 - On considere C = {a+ib € C | a,b € R} comme un R-espace vectoriel. Soit a un nombre
complexe fixé. On définit ’application f: C — C; z+— 7+ azZ.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer le noyau de f.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f soit bijective.

Soit z € C tel que f(z) = 0. En notant z = x+ iy, et a = b+ ic, on obtient

flz)=0 & O0=x+iy+ (b+ic)(x—iy) =x+bx+cy+i(y+cx—Dby)
(I+b)x=cy
(1=b)y=cx
Cela implique (en multipliant par la premiére ligne par c puis en substituant) (1 —b%)y = c%y,
soit (1 —b* —c?)y =0.

e Sian’estpas de module 1 (c’est-a-dire b* +c* # 1), on trouve y = 0, puis (1+5b)x = cx = 0.

On a déja exclu la possibilité 1 +b = ¢ = 0 (qui correspond au nombre a = —1 qui est de
module 1), donc dans ce cas, on obtient x = 0 puis
Ker(f) = {0}

et ’application est injective (et méme bijective car les espaces de départ et d’arrivée ont la
méme dimension finie et que f est linéaire).

e Dans le cas tres particulier o a = —1, le systeme se résume a 2y = 0, soit y = 0, et
Ker(u) = R (I’application n’est pas injective alors pas bijective).

e Siaest de module 1 (et différent de —1), on doit avoir

C
x:
1+5°

Dans ce cas, la deuxieme équation est automatiquement vérifiée. Autrement dit,

Ker(f) = Vect (lJcrb + i)

(" application n’est pas injective alors pas bijective).

20



6 Exercices plus théoriques

Exercice 21 - Soient E un K-espace vectoriel et f € .Z(E) tel que f> —5f 4 6Idg = 0.
1. Montrer que f € GL(E).
2. Soient F = ker(f —3Idg) et G = ker(f — 2Idg). Montrer que E = F & G.

21



Exercice 22 - Soit £ un espace vectoriel de dimension 3. Soit f € Z(E) tel que f? # 0 o) et > = 0 ().
1. L’application linéaire f est-elle un automorphisme?

Comme f est un endomorphisme, cela revient a se demander si f est bijective. Supposons
par I’absurde que f est inversible. Alors f admet une bijection réciproque notée f~!. Or,

fofof=0
Donc en composant a droite par f~!, on obtient,
fof=0
Ce qui est absurde. Donc f n’est pas bijective donc f n’est pas un automorphisme.
2. Soit x € E tel que f2(x) # Og. Montrer que (xo, f(xo), f>(xo)) est une base de E.

Montrer que (xo, f(xo), f>(x0)) est une base de E.
e Montrons que la famille est libre. Soient A1, A,, A3 tels que

Axo + lzf(xo) + l3f2 (xo) =0

Montrons que A; = A, = A3 = 0. En composant I’égalité par f2, comme f est linéaire
on obtient,

A f2(x0) + Ao f3 (x0) + Az f* (x0) = 0
Or f3 =0 (et donc f* = 0). Donc,
Mf?(x0) =0

Or f2(xy) # Og. Donc A; = 0. On montre de méme que A, = A3 = 0.
e [a famille contient autant d’éléments que la dimension de E.

Donc, (xo, f(x0), f%(x0)) est une base de E.

22



Exercice 23 — Soient E et F deux espaces vectoriels, u € Z(E,F),v € Z(F,G).
1. Montrer que Ker(u) C Ker(vou)
Montrer que Im(vou) C Im(v).
En déduire que si u est un endomorphisme de E alors Ker(x) C Ker(u?) et Im(u?) C Im(u).
Montrer que Ker(u) = Ker(u?) <= Ker(u) N\Im(u) = {0g}.
Montrer que Im(f) = Im(f?) <= Ker(f)+Im(f) =E.

Nk
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Exercice 24 - Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) tel que % —3f +2idg =0 2 (E)-
1. Montrer que Ker(f —idg) et Ker(f — 2idg) sont en somme directe.
2. Montrer que Im(f —idg) C Ker(f —2idg).
3. Rappeler le théoréme du rang et en déduire que dim(E) < dim(Ker(f — 2idg)) + dim(Ker(f —idg)).
4. Rappeler la formule de Grassmann et montrer que
dim(Ker(f — 2idg)) +dim(Ker(f —idg)) < dim(E).
5. Montrer que Ker(f —2idg) ®Ker(f —idg) =E.

24



	Linéarité d'une application
	Noyau, image
	Théorème du rang
	Opérations sur les applications linéaires
	Isomorphismes
	Exercices plus théoriques

