1.1

(30. Variables Aléatoires Finies

On considere (Q,.4,P) un espace probabilisé : Q est un univers, A est I’ensemble des événements et P
est une probabilité sur I’univers Q.

Loi d’une variable aléatoire

Souvent dans une expérience aléatoire, on ne s’intéresse pas a tous les résultats possibles mais seulement
a un aspect particulier de I’expérience. Par exemple, lorsque 1’on lance deux dés successivement, on peut
s’intéresser uniquement a la somme des deux dés obtenue. On introduit alors les variables aléatoires.

Notion de variable aléatoire

Définition 1.1 Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et £ un ensemble. Soit A une partie de E. On
appelle variable aléatoire sur Q a valeurs dans E toute application X de Q dans E :

X:Q—E;0— X(0)

Dans la plupart des situations, E = R et on appelle X une variable aléatoire réelle. On note X (Q)
I’ensemble des valeurs prises par X :

X(Q) = {X(0) | weQ}

Une variable aléatoire réelle est une observation numérique sur les résultats d’une expérience aléatoire.
Elle n’a en elle-méme rien d’aléatoire, et ce n’est pas une variable, mais une application.

Définition 1.2 Soit X une variable aléatoire réelle sur Q. On définit les événements suivants :
 Pourtoutk € R, [X =k] ={w € Q| X(w) =k} = X' ({k}).
 Pourtoutk € R, [X sk]={w e Q| X(w) <k} =X""(]-00,k]).
« PourtoutACQ, [X €A]l={weQ|X(w) €A} =X"(A).
On définit de méme les événements {X < k}, {X =k}, {X > k}, {X # k}. (Les crochets peuvent étre
remplacés par des accolades ou des parentheses.)

Exemple 1.3 On lance trois fois une piece équilibrée et on note X le rang d’apparition du premier Pile. On
convient que X prend la valeur 0 si aucun Pile n’apparait. On note, pour tout n € [1,3], B, 1’événement
"Obtenir Pile au n-iéme lancer".

M. BOURNISSOU 1/21



1.2 Loi d’une variable aléatoire
Définition 1.4 Soit X une variable aléatoire sur (€2, P). On appelle loi de X I’application

Py :P(X(Q)) — [0,1]; A —> P(X € A)
L application Py est une probabilité sur X (Q).

Ainsi, a partir d’une probabilité P sur Q, on définit donc une nouvelle probabilité Py sur I’ensemble
X (Q) des valeurs de X.

Proposition 1.5 Soit X une variable aléatoire sur (Q, P). La loi Py de X est entierement déterminée par
la distribution de probabilités (P(X = x)),ex(q)- Pour tout A € P(X(Q)),

Px(A)=P(X€A)=) P(X =x)

XEA

De maniere concrete, la loi de X est 1a donnée de

* I’ensemble X (Q) correspondant A I’ensemble des valeurs prises par X,

« et de toutes les probabilités P([X = k]) pour tout k € X (Q).
On ne demande pas de calculer P(X € A) pour toute partie A de X (), mais uniquement pour les événements
élémentaires. La loi de X peut étre représentée par un tableau de la forme suivante :

X X1 X Xn
PX=x) | PX=x1) | P X=x2) | ... | P(X=x,)

On pensera a vérifier que la somme des probabilités de ce tableau vaut 1.

Exemple 1.6 On lance trois fois une piece équilibrée et on note X le rang d’apparition du premier Pile. On
convient que X prend la valeur O si aucun Pile n’apparait. Donner la loi de X.
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Définition 1.7 Soient (Q1,P;) et (Q,,P>) deux espaces probabilisés finis. Soient X une variable aléatoire
définie sur Q; et Y une variable aléatoire définie sur €,. On dit que X et Y ont la méme loi si Py = Py.
On note X ~ Y. Autrement dit,

* X et Y prennent les mémes valeurs (X (Q;) =Y (Q,))

* avec les mémes probabilités : pour tout x € X (Q), P(X = x) = P(Y =x).

Ne pas confondre 1’égalité (ponctuelle) des variables aléatoires et leur égalité en loi. Par exemple, si on
lance deux dés et qu’on note X (respectivement X») le résultat du premier (resp. du second) lancer),
alors il est clair que X; et X, suivent la méme loi (loi uniforme sur [[1,6])). En revanche, les variables X;
et X, ne sont pas égales : le résultat du premier dé n’est pas toujours le méme que celui du second dé
('un des deux dés peut par exemple donner un 1 alors que 1’autre donne un 6). On a donc,

X1 ~Xp mais X1 +X;

1.3 Loi conditionnelle d’une variable aléatoire
Définition 1.8 Soit X une variable aléatoire sur Q et A € P(Q) un événement tel que P(A) > 0. On
appelle loi conditionnelle de X sachant A la loi de X pour la probabilité P4, i.e. ’application

P(X(Q)) —[0,1]; B— Py(X € B)

La loi conditionnelle de X sachant A est entierement déterminée par la distribution de probabilités
(Pa(X =X))rex(q)-
Exemple 1.9 On dispose d’une urne contenant 5 boules numérotées de 1 a 5 indiscernables au toucher. On
lance une piece. Si on obtient « pile », on rajoute une boule numérotée 1 dans ’urne, et si on obtient « face »
on y rajoute une boule numérotée 2. Puis on tire une boule dans 1’'urne. On note F I’événement « le lancer
de la piece a donné face ». Soit X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée. Déterminer la loi
conditionnelle de X sachant F et la loi conditionnelle de X sachant P. En déduire la loi de X.
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1.4 Transformation d’une variable aléatoire

Proposition 1.10 Soient X une variable aléatoire sur Q a valeurs dans E et f : E — F une application.
L application f(X) : Q — F ; @ — f(X(®)) définit une variable aléatoire f(X) sur Q. La variable
aléatoire f(X) est a valeurs dans f(X(Q)). Laloi Pr(x) de f(X) est entierement déterminée par f et par
laloide X :

Prx)(A) = P(f(X) € A)

Exemple 1.11 Soit U une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1,4,5} dont la loi est donnée par

Valeurs de U

-1

1

4

5

Probabilité

P([U

1) =

1

4

P([U=4])= ¢

P([U=5])=3

DonnerlaloideV = Uz.

Proposition 1.12 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans E et f : E — F une application.
SiX ~Y alors f(X) ~ f(Y).

2 Moments d’une variable aléatoire

2.1 Espérance
Définition 2.1 Soit X une variable aléatoire finie sur Q. On appelle espérance de X le réel suivant, noté
]E(X)’
E(X)= Y k-P([X=k])

kex(Q)

L’espérance représente la moyenne de toutes les valeurs prises par la variable aléatoire. C’est un indicateur
de position.

Ci-dessous, on donne une deuxieme expression de I’espérance qui sert peu en pratique, mais est utile
pour les démonstrations.

Proposition 2.2 Soit X une variable aléatoire sur (Q, P). Alors

E(X)= ) P({o})X(0)

WEQ
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Proposition 2.3 Soient X et Y deux variables aléatoires sur (Q, P). Alors
* Linéarité : Pour tous réels a, b, E(aX +bY) = aE(X) +DE(Y)
* Positivité : Si X = 0 alors E(X) =0
* Croissance : SiX <Y alors E(X) < E(Y).
* Inégalité triangulaire : |E(X)| < E (|X])
* Espérance d’une constante : Si X = m est une variable aléatoire constante, alors E(X) = m.
* Espérance d’une indicatrice : E(14) = P(A)

Exemple 2.4 Soit U une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1,4,5} dont la loi est donnée par

Valeurs de U

-1

4

5

Probabilité

P([U

=-11)=3

P([U=4])=§

P([U

=5])=3

1

Montrer que U admet une espérance et la calculer.

Exemple 2.5 Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [1,n] dont la loi est donnée par

Vke[l,n],

Montrer que X admet une espérance et la calculer.

P([x =k]) =

2k
n+n?

| Définition 2.6 On dit qu’une variable aléatoire X est centrée si E(X) = 0.

2 SiX estune variable aléatoire alors Y = X — E (X) est une variable aléatoire centrée. En effet,
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Exemple 2.7 On lance un dé équilibré a 6 faces. On note X le numéro obtenu et ¥ = 2X + 3. Calculer
I’espérance de Y.

Proposition 2.8 — Théoréme de transfert. Soient X une variable aléatoire finie et g une fonction définie
sur X (Q). Alors la variable aléatoire Y = g(X) admet une espérance donnée par

E(Y)= ) g(k)-P([X =K])

kex(Q)

Le théoréme de transfert permet de calculer I’espérance de g(X) sans déterminer sa loi.

Exemple 2.9 Soit U une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1,4,5} dont la loi est donnée par

Valeurs de U -1 1 4 5

Probabilité | P((U=-1])=1 | P((U=1])=1 | P((U=4])=¢ | P([U=5]) =1

Montrer que V = U ? admet une espérance et la calculer.
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Exemple 2.10 Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire 2 valeurs dans [1,7] dont la loi est donnée par
2k

Yk € [1,n], P([X=k])=n+nz

Montrer que ¥ = X 2 admet une espérance et la calculer.

2.2 Variance

Une méme espérance peut s’ obtenir de facons tres différentes : un tas de copies aléatoires peut avoir 10
de moyenne si tout le monde a 10, ou si la moitié de la classe obtient 20 et I’autre moitié 0. La répartition
des notes n’est pourtant pas du tout la méme et I’espérance ne reflete pas cette différence. La variance va
permettre de repérer la dispersion des valeurs autour de 1’espérance.

Définition 2.11 Soit X une variable aléatoire finie sur Q. On appelle variance de X le réel suivant, noté
V(X),
2
V(X) =E((X -E(X))").

La variance et 1’écart-type mesurent I’écart entre les valeurs prises par la variable aléatoire et son espé-
rance, ce sont des mesures de dispersion.

En pratique, on utilise la formule suivante pour calculer la variance.

Proposition 2.12 — Formule de Koenig-Huygens. Soit X une variable aléatoire réelle finie. On a

V(X) = E(X?) -E(X)*

Démonstration. Soit X une variable aléatoire finie sur Q et notons m = E(X). On a,

V(X) =E [(X - /n)z} par définition de la variance
[X —-2mX +m } en développant
= H_t[X 1-E[2mX]+ L,[m ] par linéarité de 1’espérance
= TF’[X 1- 2171T[X] +m F[ 1] par linéarité de 1’espérance
:]E[X 1- 211 +m’ carE(X)=metE(1) =1
= F[X 1-
= E[Xx’]- E[ ¥
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Exemple 2.13 Soit U une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1,4,5} dont la loi est donnée par

Valeurs de U -1 1 4 5

Probabilité | P((U=-1])=1 | P((U=1])=1 | P((U=4])=¢ | P([U=5]) =1

Montrer que U admet une variance et la calculer.

Proposition 2.14 Soit X une variable aléatoire réelle sur 2 admettant une variance.
1. Alors V(X) = 0.
2. Pour tout (a,b) € R%, Y = aX + b admet une variance et V(aX +b) = an(X).
3. Lorsque V(X) =1, X est dite réduite.

Démonstration.
1. D’apres la formule de transfert, on a donc

VX)= Y (k—E(X))’P(X=k)20
kex(Q)
2. Ona
V(X) = E((X - E(X))")
X? = 2XE(X) +E(X)%)
X?) = 2E(X)E(X) + E(E(X?))
X?) = 2E(X)* +E(X)?)

— o~~~

2.3 Ecart-type .

Définition 2.15 Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance. L’ écart-type de X est le réel
o(X) =\V(X).

Proposition 2.16 Soit X une variable aléatoire discréte admettant une variance non nulle. Alors,

. X-E(X)
X =5

est une variable aléatoire centrée - c-a-d E(X™) = 0 - et réduite - c-a-d V(X ™) = 1-, appelée variable
aléatoire centrée réduite associée a X.
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Démonstration. Soit X une variable aléatoire discrete admettant une variance non nulle et
«  X-E(X)
o(X)
« Montrons que X * est une variable aléatoire centrée. Par linéarité de I’espérance, on a,

X -E(X)

|
o )— 5 (B ~E(0) =0

E(X*)zE(

* . z . z .
* Montrons que X~ est une variable aléatoire réduite. On a,

X -E(X)
o(X)

V(X) = v( ) - G(L)ZV(X) -1

3 Lois usuelles finies

3.1 Loi uniforme
Définition 3.1 Soit n € N*. Une variable aléatoire X uniforme sur [1,7] est une variable aléatoire finie
dont la loi est donnée par,
1
X(Q)=1,n] et Yk e [1,n], IF’([X=k])=ﬁ
On note alors X = U([1,n]). Son espérance et sa variance valent alors

2

n+1 n -1
E(X) = 3 et V(X) = 1
P(X=k)
9 Cette loi permet de modéliser des situa- 1T

tions d’équiprobabilité. Par exemple, si on
lance un dé équilibré a six faces et que I’on
note X la variable aléatoire égale au numéro
obtenu, alors X suit une loi uniforme sur

[1,6]. Cette situation peut étre représentée
par le diagramme en barres ci-contre.
0
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3.2

Exemple 3.2 On lance un dé équilibré. Soit X la variable aléatoire égale au numéro indiqué par le dé.
Donner la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

Définition 3.3 Soient (a,b) € Z°, a < b. Une variable aléatoire X uniforme sur [a,b] est une variable
aléatoire finie a valeurs dans [a,b] dont la loi est donnée par,

Vk€[a,b], P([X=k])= ﬁ

On note alors X < U([a,b]). Son espérance et sa variance valent alors

a+b (b—a+1)2—1
2 et VX)) =T

E(X) =

Loi de Bernoulli

Définition 3.4 Soit p € [0,1]. Une variable aléatoire X de Bernoulli de paramétre p est une variable
aléatoire finie dont la loi est donnée par,

X(Q)={0,1} et P(X=1])=p et P((X=0])=1-p

On note alors X — B(p). Son espérance et sa variance valent alors

E(X)=p et V(X)=p(1-p)

P(X=k)

AN

2 Situation typique : On considére une

* épreuve ayant deux issues : le succes et
I’échec, avec une probabilité p d’obtenir
un succes. On associe a cette expérience la
variable aléatoire X qui vaut 1 en cas de suc-
ces et 0 en cas d’échec. Alors X suit une loi
B(p). Par exemple, pour p = %, cette situa-
tion peut étre représentée par le diagramme
en barres ci-contre.
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Exemple 3.5 On lance deux dés équilibrés a six faces. On note X la variable aléatoire qui vaut 1 si on
obtient deux numéros identiques et 0 sinon. Donner la loi de X.

3.3 Loi de binomiale

Définition 3.6 Soient p € [0,1] etn € N*. Une variable aléatoire X binomiale de paramétres n et p est
une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par,

X(Q)=[0,n] et  Vke[0,n], P([X =k]) = (Z)pk(l —p)"*

On note alors X = B(n, p). Son espérance et sa variance valent alors

E(X)=np et V(X)=np(l-p)

» ) Situation typique : On considére une épreuve ayant deux issues : le succes et I’échec. On répete n

“" fois une telle épreuve de maniére identique et indépendante. On associe  cette expérience la variable
aléatoire X égale au nombre de succes obtenus alors de ces n épreuves. Alors X suit la loi B(n, p). Ces
situations peuvent étre représentées par des diagrammes en barres comme ceux ci-dessous.

B(5,3) B(15,2
P(X =k) P(X =k)
123 1/4F

0123456789101112131415

Preuve de I’espérance. Soit X = B(n,p). Comme X est une variable aléatoire finie alors elle admet une espérance
donnée par
n

E(X)=) k-P([X=k])=)

k=0 k=0

k(’;:)pk(l OEDY k(Z)pk(l -p)"
k=1

Or, pour tout k € N *,

n\ n! B n! B (n=1)! B n—1
k(k)_kxk!(n—k)! T h=D=k) = Din=1=-(k=1))! "”X(k—l)
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Donc, finalement, on obtient,

E(X)=ny (A - })p"(l -p)"

k=1

n—1
n—1 —f—
=n Z ( I} )p”l (1-p)" -l en faisant le cht d’indice ¢ = k— 1
(=0
n—1 n—1
=np Z ( / )p((l —1))”717(
=0
=np(p+1- p)”_1 grice au bindme de Newton

=np

Exemple 3.7 On réalise 10 tirages avec remise dans une urne contenant 5 boules rouges et 3 boules bleues.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules bleues obtenues. Donner la loi de X.

4 Couples de variables aléatoires

Dans tout ce paragraphe, on se place dans un espace probabilisé fini (€, P). Toutes les variables aléatoires
sont définies sur cet espace.

Définition 4.1 Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires. On appelle couple de
variables aléatoires X et Y, noté (X,Y ), I’application suivante

(X,)Y):Q— EXF; 0— (X(0),Y(w))

4.1 Loi conjointe
Définition 4.2 On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple (X,Y ), ¢’est-a-dire I’application

PUX,Y)(Q)) —[0,1]; A— P((X,Y) €A)

La loi conjointe de X et Y est enticrement déterminée par la distribution de probabilités

(P(X =x,Y =y))rex(Q)yer(Q)
On note parfois I’événement {X = x} N {Y =y} sous la forme {X = x,Y =y} ou {(X,Y) = (x,y)}. On
écrira donc P(X = x,Y =y).

Exemple 4.3 Une urne contient 3 boules blanches et une noire et on tire successivement 2 boules sans
remise. Le couple de couleurs ainsi tirées est noté (Cy,C, ). Déterminons la loi de (Cy,Cy).
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4.2

4.3

Proposition 4.4 Les événements {X =i} N {Y = j} pour i parcourant X (Q) et j parcourant ¥ (Q) forment
un systeme complet d’événements. En particulier,

Y ) Px=iy=j)=1

i€X(Q) jey(Q)

Lois marginales

Définition 4.5 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. Les lois de X et de Y sont appelées les lois
marginales du couple (X,Y).

Proposition 4.6 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On note X (Q) = {x{,...,x,} et Y(Q) =
{»1,---,¥p}. On obtient les lois marginales de X ou de Y a partir de la loi conjointe de (X,Y) :

P
« Pour tout x; € X(Q), P(X =x;) ZP X=x}n{r=y})=) P(X=x,Y =y))

J=1
n

* Pour tout y; € Y(Q), P(Y = y; =Z {X=x}n{r=y})=) P(X=x,Y =y)).
i=1

Démonstration. Conséquence de la formule des probabilités totales car la famille (Y = y;) =y, .. , forme un SCE. W
Exemple 4.7 Un sac contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On tire deux boules successivement avec remise.
On note X le numéro de la premiere boule et Y le plus grand des deux numéros obtenus. La loi conjointe de
X et Y est donnée dans le tableau suivant, qui permet d’obtenir les lois marginales :

X/Y |Y=1|Y=2|Y=3|Y=4
x=1| L | L | L | L
- 16 16 16 16
2 1 1

X=3 0 0 3 !
- 16 16

1

X =4 0 0 0 yi

Proposition 4.8 — Lois marginales et conditionnement. Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q.
On note X(Q) = {xy,...,x,}. Alors ({X = x;})y,ex(q) forme un systtme complet d’événements et
P(Y = y)) ZP P(Y=y;| X =x)
Démonstration. Conséquence de la formule des probabilités composées. |

Généralisation

Tous les résultats précédents se généralisent a une famille de n variables aléatoires. Soient X, ..., X, des
variables aléatoires a valeurs respectivement dans E|, ..., E,,.
* Le n-uplets des variables aléatoires X|, ..., X, noté (Xi,...,X,) est ’application Q — E; X ... X
E,; o — (Xj(w),...,X,(®)). C’est une variable aléatoire.
* La loi conjointe de X, ..., X, est la loi de la variable aléatoire (X,...,X,).
Autrement dit, P((X;,...,X,) €A X...XA,) =P(X| €Ay,...,X, €EA,).
e Les lois de X, ..., X, sont appelées les lois marginales de (X;,...,X,).
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4.4

Covariance de deux variables aléatoires

cov(X,Y) = E(X - E(X))(Y - E(Y)))

Définition 4.9 Soient X et ¥ deux variables aléatoires sur Q. On appelle covariance de X et Y le réel

Proposition 4.10 Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q. Alors

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

Démonstration. On a,
cov(X,Y)=E(XY-XE(Y)-EX)Y +E(X)E(Y))
=EXY)-E(Y)EX)-EX)E(Y)+E(X)E(Y)
=E(XY)-E(X)E(Y)

|
| Définition 4.11 On dit que X et Y sont décorrélées si cov(X,Y) = 0.
Proposition 4.12 Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q. Alors
V(X+Y)=V(X)+2cov(X,Y) +V(Y)
En particulier, si X et Y sont décorrélées, V(X +Y) =V(X) +V(Y).
Démonstration. On a,
VIX+Y)=E(X+Y —E(X +Y))%)
= E((X—E(X)+Y —E(Y))")
= E(X—E(X))* +2(X —E(X))(Y —=E(Y)) + (Y —E(Y))*)
—V(X) +2cov(X,Y )+ V(Y)
|

Inégalités probabilistes

Proposition 5.1 — Inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives sur Q.

Pour tout a > 0,
E(X)

P(Xza)s——

Plus a est grand, plus la probabilité que X prenne des valeurs supérieures a a est petite.

Démonstration. On a,

E(X)= ) xP(X=1x)

xEX(Q)

xza x>a
> ZAP(X =x) (car X a valeurs positives)
xza
> ) aP(X =x)
xza
>aP(X = a)
| |
M. BOURNISSOU 14/21



Exemple 5.2 Une usine produit en moyenne 50 pieces par jour. On note X la variable aléatoire donnant le
nombre de pieces produites par jour. Déterminons une majoration de la probabilité que la production dépasse
75 pieces en une journée.

Proposition 5.3 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Soit X une variable aléatoire réelle. Pour tout

>0,
V(X)
&2

PX-E(X)|2¢€) <

Cette inégalité offre une maniere d’interpréter la dispersion d’une variable aléatoire : les résultats sont
d’autant plus concentrés autour de I’espérance que la variance (et donc I’écart-type) est faible.

€ g

|
I

BE(X)

~ 7

IX - E(X)| > ¢

Démonstration. En appliquant I’inégalité de Markov,

P(IX-E(X)| 2e) =P(IX-EX)|* = €°)

L E(X-EX))

2

_V(X)

=< 82

Exemple 5.4 Une usine produit en moyenne 50 piéces par jour. On note X la variable aléatoire donnant le
nombre de pieces produites par jour. Déterminons une majoration de la probabilité que la production dépasse
75 pieces en une journée.
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6 Variables aléatoires indépendantes
6.1 Cas de deux variables aléatoires

Définition 6.1 Soient X et Y des variables aléatoires sur . Les variables aléatoires X et Y sont dites

indépendantes, noté X L Y, si pour tout A € P(X(Q)) et tout B € P(Y (L)), les événements {X € A}
et {Y € B} sont indépendants :

P(X€AY€eB)=P(X€A)P(X €B)

Proposition 6.2 — Caractérisation avec les événements élémentaires. Soient X et Y des variables
aléatoires sur Q. Alors,

X etY sont indépendantes &= Vx € X(Q),VyeY(Q), P(X=x,Y=y;)=PX=x;)P(Y =y;).

Ainsi, dans le cas ol X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, la loi conjointe du couple (X,Y)
se calcule a partir du produit des deux lois marginalesde X etY : P(X =x,¥ =y) = P(X =x)P(Y =y). Ce
n’est pas le cas si les deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

Exemple 6.3 Un sac contient quatre jetons indiscernables au toucher, numérotés de 1 a 4. On tire deux
jetons avec remise. On note X le numéro du ler jeton, X; le numéro du 2eme jeton et Y le plus grand des
numéros obtenus.

1. Sans faire de calculs, «a I’intuition», pensez-vous que les variables aléatoires X; et X, sont indépen-
dantes ? et les variables aléatoires X; et Y ?

2. Déterminer la loi conjointe de (X;,Y) puis les loins marginales. En déduire que X; et Y ne sont pas
indépendantes.
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Proposition 6.4 Soient X et Y deux variables aléatoires. Soient x € X (Q) tel que P(X =x) >0ety € Y (Q).
Si X etY sont indépendantes alors P(Y =y | X =x) = P(Y =y).

Démonstration. Supposons X et Y indépendantes. Alors

P(Y =y,X =x) _ P(Y =y)P(X =x)

PO =yIX=x)="38"% P(X =x)

=P(Y =y)

par indépendance de X et Y. |

Proposition 6.5 — Somme de variables aléatoires. Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q.
* Laloi de la somme X + Y est donnée, pour tout s € (X +Y)(Q) par

P(X+Y=s)= Y  P(X=xY=y)
(@)

* En particulier, si X et ¥ sont & valeurs positives et (X +Y)(Q) = [0,n], alors, pour tout k € [0,x],

k
P(X+Y=k)=) P(X=0Y =k-i)
i=0

et si, de plus, X et Y sont indépendantes, alors

k
P(X+Y =k)=) P(X=i)P(Y =k—i)
i=0

Exemple 6.6 On lance deux dés équilibrés a six faces. On note X le résultat du premier dé et Y le résultat du
second dé. On définit les variables aléatoires somme S = X +Y et produit M = XY de X et Y. Déterminons
P(S =8) et P(M = 15). En déduire que les variables S et M ne sont pas indépendantes.
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6.2

Proposition 6.7 Soient X et Y des variables aléatoires sur . Soient f et g deux fonctions définies sur
X(Q) et Y (). Si X etY sont indépendantes alors f(X) et g(¥) sont indépendantes.

Cas de plusieurs variables aléatoires
Définition 6.8 Soient X, ..., X,, des variables aléatoires sur Q. Les variables aléatoires X; sont dites
indépendantes (ou mutuellement indépendantes) si, pour toutes parties A € X;(Q), ..., A, € X, (Q),

P(X; €EA,....X, €A,) =P(X; €Ay)...P(X, € A,)

Proposition 6.9 — Caractérisation. Soient Xi, ..., X, des variables aléatoires sur Q. Alors Xj, ..., X,
sont indépendantes si et seulement si pour tout (xi,...,x,) € X;(Q) X...X,(Q),

n
P(Xi=x1,....X%, =x,) = [ [P(X;=x)
i=1

Exemple 6.10 Soient py, ..., p, € [0,1] et Xy, ..., X, des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
de parametres respectifs pq, ..., p,. Quelle loi suit la variable aléatoire X; X -+- X X, ?
Proposition 6.11 Soient X, ..., X,, n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de méme parametre

p:X; ~B(p). Alors
X +...+X, ~B(n,p)

Autrement dit, la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre p suit une loi
binomiale de parametres n et p.

Exemple 6.12 On lance simultanément cinq pieces équilibrées. Soit X la variable aléatoire donnant le
nombre de pieces ayant donné pile. Quelle est la loi de X ?

Proposition 6.13 — Lemme de coadlition. Soient Xi, ..., X, n variables aléatoires réelles sur Q. Soient
f:R" — Retg:R""™ — R des fonctions. Si les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes
alors f(Xq,...,X,) et g(X,p41,---,X,) le sont aussi.

Cet énoncé dit simplement si trois variables aléatoires X, Y et Z définies sur un méme espace probabilisé
fini sont indépendantes alors, en particulier, les variables aléatoires X +Y et Z le sont aussi, Yetz

également.
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Exemple 6.14 On considere trois lancers successifs d’un dé. On note X; le résultat du #™ lancer. On note
N = X; + X, + Xj; le total obtenu. Déterminons la probabilité de N > 14 sachant X| + X, = 11.

6.3 Lien entre indépendance et espérance/variance

On rappelle que
« La formule de transfert pour une variable aléatoire X sur Q et f : X(Q) — R est la suivante :

E(f(X))= ) f(x)P(X=x)

xeX(Q)

* La formule de transfert pour un couple de variables aléatoires (X,Y) sur Qet f: (X,¥Y)(Q) — R
est la suivante :

E(f(X.Y))= Y  fxy)P(X=xY=y)

(xy)e(X.Y)(Q)

Exemple 6.15 Calculer E(XY) ol (X,Y) est un couple de loi conjointe donnée par

X/y|o|1]2
1|1

0 | 55|70

A

60 6

Proposition 6.16 — Espérance de variables indépendantes. Soient X et Y deux variables aléatoires
sur Q. Si X et Y sont indépendantes alors

E(XY)=E(X)E(Y)

Plus généralement, si X, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes sur Q alors

E(X,...X,) =E(X,)...E(X,)
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Attention, la réciproque est fausse : on peut avoir E(XY) = E(X)E(Y) sans que les variables aléatoires

soient indépendantes comme 1’illustre I’exemple ci-dessous.

Exemple 6.17 Soit (X,Y) un couple de loi conjointe donnée par

X/y|o|1]2
o |~ 1110

20 | 4
AN
60 6

Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes et pourtant E(XY) = E(X)E(Y).

riables aléatoires sur Q.
¢ Si X et Y sont indépendantes alors

Cov(X,Y)=0 et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
* Plus généralement, si X, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes sur Q alors

V(Xi+...+X,) =V(X))+...+V(X,)

Proposition 6.18 — Variance et covariance de variables indépendantes. Soient X et Y deux va-

Démonstration. De maniere générale,
cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
et
V(X +Y)=V(X)+2cov(X,Y) +V(Y)
Or, si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y). Ce qui conclut la preuve.
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Exemple 6.19 Retrouver I’espérance et la variance d’une loi binomiale grice a ces formules.
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