(31. Matrice d’une application linéaire

1 Représentation d’'une application linéaire en dimension finie

1.1 Matrice d’une famille de vecteurs

Définition 1.1 On suppose E de dimension n, muni d’une base B = (e, ...,¢,). Soit F = (x},...,x,)
une famille de vecteurs de E. On appelle matrice de F dans la base 53 la matrice A € M,, ,(K) dont la
j-eme colonne (pour j € 1, p]) est formée des coordonnées du vecteur x; dans la base 5. Cette matrice
est notée matg(F).

On appelle matrice d’un vecteur dans une base la matrice dans cette base de la famille contenant... ce
seul vecteur.

Exemple 1.2 Soit B=((—1,0,1),(1,0,0),(0,1,0)) une base™ de R’ etsi = (2,5,—2), v = (1,2,0). Donner
la matrice de la famille (i,v) dans la base 5.

Exemple 1.3 Donner la matrice de la famille (1 +X,X + 2X2, -1-X+ X2) dans la base canonique de

R’[X].
Proposition 1.4 On suppose E de dimension z, muni d’une base B = (¢, ...,e,). Soit (xj,...,X,) une
famille de n vecteurs de E. Alors (xi,...,x,) est une base de E si et seulement si matg(x],...,x,) est
inversible.
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Exemple 1.5 Montrons que la famille (X2 +3X + 1,2X2 +X7X2) est une base de R,[ X ].

1.2 Matrice d’'une application linéaire

Si E et F sont de dimension finie, on peut alors définir la matrice A de f relativement a une base 5 de
E etune base By de F.

Définition 1.6 Supposons E de dimension p et F de dimension n. Soient Bg = (é},... ,Ep) une base de
E et By = (&),...,€,) une base de F. Soit f € L(E,F) une application linéaire de E dans F. On appelle
matrice de f dans les bases By et By, notée matg, 5. (f), la matrice de taille (n, p) dont la j*™ colonne
est formée des coordonnées du vecteur f(e ;) dans la base By.

Autrement dit, matg, g, (f) est la matrice de la famille de vecteurs (f(¢}), ..., f(¢,)) dans la base Bf :

matBE,BF (f) = matBF (f(gl )a cee 7f(gp))
Matriciellement, si

vje[Lp], f(gj)=zai,j§i
i=1

avec a; ; € K (décomposition de f(e;) dans la base Br), on écrit

@ oM
ap ap €1

matg;, B (f) = : : . € Mn.,p(K)
a1 An,p &,

Les vecteurs f(¢ ;) se lisent sur les colonnes de la matrice. Le nombre de lignes correspond a la dimension
de I’espace d’arrivée F et le nombre de colonnes a la dimension de I’espace de départ E. La matrice d’une
application linéaire dépend des bases choisies au départ et a 1’arrivée mais pas sa taille.

Exemple 1.7 Déterminons la matrice de 1’application linéaire
FR— R (x) — (r, 3,20 - 2)

dans les bases canoniques de R* et R’
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Exemple 1.8 Soit f : R* —R’; (x,y) — (x+2y,2x+y,2y).
1. Déterminer sa matrice dans les bases I3, la base canonique de R? et B5 la base canonique de R’.
2. Considérons B' = ((1,2),(~1,1)) une base de R?. Donner la matrice de £ dans les bases B' et Bs.

Pour un endomorphisme (application linéaire dont I’espace de départ et I’arrivée sont les mémes)
f+E — E, on prend en général la méme base au départ et a I’arrivée.

Définition 1.9 — Cas des endomorphismes. Supposons E de dimension finie n. Soit B une base de E.
Soit f € L(E) un endomorphisme de E. On appelle matrice de f dans la base 53 la matrice matg 5(f),
que I’on note plus simplement matg( f).

La matrice d’un endomorphisme est forcément une matrice carrée de taille n, avec n = dim(E).

Exemple 1.10 Donnons la matrice dans la base canonique de I’endomorphisme D : P — X P+ P(1) sur
Ro[X].

Exemple 1.11 Soit B = (¢},...,¢,) une base de E de dimension n. Donner la matrice de idg dans la base .
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Proposition 1.12 — Matrice de I'image d’un vecteur. Supposons E et F de dimension finie. Soient
B une base de E et By une base de F. Soient f € L(E,F) etx € E. Alors

matg, (f(x)) = matg, g, (f) x matg, (x)

Autrement dit, si

f(xX)=y = AX =Y avec A = matg, g, (f),X = matg, (x),Y = matg, (y)

Démonstration. Notons B = (ey,....¢,), Bp = (€,...,€,) et reprenons les notations matricielles ci-dessus. On a
P P P n n P
fx)=f| ) xjej|= Z-’ij(ffj) = ij a; j& = z Zﬂli.j-’fj g
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 \ j=1
Ainsi,
P : )
Zj:]alj)‘j ary al_[, X1
matg, (f(x)) = ) : = : : ;| =AX
Zj:] Ap, jXj an,1 <o App ) \Xp
|

Pour calculer les images d’une application linéaire, il suffit d’effectuer le produit & gauche d’une matrice
par un vecteur colonne.

Exemple 1.13 Soit f: R® — R?; (x,y,z) /> (x+y+z,x—y). Calculer f(1,2,—1) «matriciellement».

Exemple 1.14 Soit f: R,[X] — ]Rz[X],aX2 +bX +c (a+ b)X2 +(a—b+c)X +a+2b+c. Calculer
f(1-2X+X 2) «matriciellement».
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1.3 Application linéaire canoniquement associée d une matrice

2
2.1

X1
De maniére légeérement abusive, on confond un vecteur (xp,...,x,) € K" avec la matrice colonne
xn
de M, 1 (K). On peut donc effectuer le produit matriciel AX avec A € M,, ,(K) et X € R”.

Proposition 1.15 Soit A € M, ,(K). L'application f; : K — K" ; X — AX est linéaire, appelée
application linéaire canoniquement associée a A. C’est I’application linéaire dont la matrice dans les
bases canoniques de K” et K" est A : matg, 5, (fa) =A.

Exemple 1.16 Déterminerf, I’application linéaire canoniquement associée a

3 1
A=(2 0 -1
11

1

Exemple 1.17 Soit ¢ : R* —R’; (x,y) — (x+2y,3x +4y,5x + 6y). Déterminer la matrice dont ¢ est
I’application canonique associée.

Image, noyau et rang d’une matrice

Image d’'une matrice

Proposition 2.1 — Image d’une matrice. Soit A € M,, ,(K). On note f4 1’application linéaire canoni-
quement associée.
 On définit I’image de la matrice A, notée Im(A), comme I’image de f; :

Im(A) = Im(f4)
 Alors Im(A) est I’espace vectoriel engendré par ses colonnes :

Im(A) = Vect(Cy,...,Cp)

N s . o . n
ou C; désigne la i*™ colonne de A. C’est un sous-espace vectoriel de K.

Les opérations sur les colonnes conservent I’image d’une matrice d’apres les propriétés de «manipulation
des Vect».
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Exemple 2.2 Déterminer une base de Im(A) ou

2.2 Rang d’'une matrice

rg(A) =1g(f)

* Notons Cy, ..., C, les colonnes de A. On a aussi

1g(A) = dim(ImA) =rg(Cy,...,C,) = dim(Vect(Cy,...,Cp))

Exemple 2.4 Calculer le rang de la matrice

I -1 0 0
1 -1 0 0
A=lo 0 -1 1
0 0 -1 1

Définition 2.3 Soit A € M,, ,(K). On note f4 I’application linéaire canoniquement associée.
* Le rang de A est égal au rang de 1’application linéaire f4 canoniquement associée a A :
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Proposition 2.5 Soit A € M,, ,(K). Alors rg(A) = rg(AT).

Cette proposition signifie que plutdt que de considérer la famille formée par ces colonnes, on peut aussi
considérer la famille formée par ces lignes. Ainsi, les opérations sur les lignes ou les colonnes conservent le
rang.

Proposition 2.6 Soit A € M,, ,(K). Alors rg(A) < min(n, p).

Proposition 2.7 Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Proposition 2.8 Le rang d’une matrice A ne change pas si on effectue des opérations élémentaires sur les
colonnes de la matrice.

En pratique, pour calculer le rang d’une matrice, on peut effectuer des opérations élémentaires sur les
colonnes pour obtenir une matrice échelonnée et obtenir facilement le rang.

Exemple 2.9 Calculer le rang de la matrice suivante :

1 2 10
A=|-1 0 3 1
2 4 1
Proposition 2.10 — Rang d’une famille. On suppose E de dimension 7, muni d’une base B = (¢, ... ,e,).
Soit (x,...,x,) une famille de vecteurs de E. Alors le rang de (x7,...,x,) est égal au rang de la matrice
de (x,...,x,) dans la base B.

Cette proposition nous permet, en passant dans le monde des matrices, de récupérer une méthode «type
pivot de Gauss» pour calculer le rang d’une famille.

M. BOURNISSOU 7120



Exemple 2.11 Soient P, =1 +X +X2, P =2+3X +X2, Ps=2XetP = X% + 3. Déterminons le rang de la
famille (Pl,Pz,P3,P4).

Proposition 2.12 — Rang d’une application linéaire. Supposons E de dimension p et F' de dimension
n. Soient By une base de E et By une base de F. Soient f € L(E,F). On note A = matg, 5, (f). Alors

rg(f) =1g(A)

Cette proposition nous permet, en passant dans le monde des matrices, de récupérer une méthode «type
pivot de Gauss» pour calculer le rang d’une application linéaire entre espaces de dimension finie.

Exemple 2.13 Soit £ : R® — R’ (x,y,2) = (2x + 3y + 62,y + 22,2y +4z). Calculer le rang de £. En déduire
si I’application f est surjective.
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23

Noyau d’'une matrice

Définition 2.14 — Noyau d’une matrice. Soit A € M,, ,(K). On note f4 I’application linéaire canoni-
quement associée a A.
* On définit le noyau de A, noté Ker(A), comme le noyau de fy :

Ker(A) = Ker(fy).

e Alors
Ker(A) ={X eR" |AX =0,,}

est un sous-espace vectoriel de K”.

Déterminer le noyau d’une matrice, peut se ramener a la résolution d’un systeme linéaire homogene
(sur les lignes de la matrice) que I’on effectue, par exemple grace au pivot de Gauss. Ainsi, les opérations
élémentaires sur les lignes conservent le noyau.

A T’inverse, résoudre un systeme homogene peut se voir comme la détermination du noyau de la matrice
associée au systeme. Le rang d’un tel systeme est alors le rang de la matrice associée au systeme. La
dimension de 1’espace des solutions est ainsi la dimension du noyau de la matrice associée.

Exercice 2.15 Déterminer le noyau de la matrice A suivante :
1 2 3
A=|1 4 1
1 0 5
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a2 Pour trouver rapidement des éléments du noyau d’une matrice, il suffit de regarder si des combinaisons
*" linéaires simples sur les colonnes de la matrice donne le vecteur nul. Attention, cette méthode ne permet
pas de déterminer tous les éléments du noyau d’une matrice mais seulement de déterminer un élément
de ce noyau. Par exemple, si
A= ( 1 - 1)
-2 2

Ci+C=0

ou Cj et C; désigne les deux colonnes de la matrice A. On obtient directement que

on peut remarquer directement que,

(i) € ker(A)

& 206

Exercice 2.16 Trouver rapidement un élément du noyau pour chacune des matrices ci-dessous.

P¥- Vérification.

Matrice ’ C.L. sur les colonnes ‘ Vecteur du noyau
-1 0 0
-1 0 0
1

1

efe

2.4 Llien entre noyau et image d’une application linéaire
Proposition 2.17 Soit A € M,,(R). On a,

n=rg(A)+dim(Ker(A))

Ce résultat permet de déduire plus rapidement I’image d’une matrice connaissant son noyau ou inversement.

Exercice 2.18 Pour la matrice A suivante, commencer par déterminer son noyau, puis déterminer efficace-
ment son image,

1 2 -1
A=12 -1 8
1 1 1
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Exercice 2.19 Pour la matrice A suivante, commencer par déterminer son image, puis déterminer efficace-
ment son noyau,
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3.1

Transfert de propriétés sur les applications linéaires aux matrices
Opérations sur les opérations linéaires

Proposition 3.1 — Combinaison linéaire. Supposons E et F' de dimension finie. Soient Bg une base de
E et By une base de F. Soient f,g € L(E,F). Alors pour tout (A, 1) € K>,

matg, 5, (Af+ug)=Amatg, g, (f)+pumatg, z,(g)

Exemple 3.2 Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a

)

Posons u = 3idg2 — 2 f. Quelle est la matrice de u dans la base canonique de R*?

Proposition 3.3 — Composition. Supposons E, F et G de dimension finie. Soient Bg une base de E, By
une base de F et Bg une base de G. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors

matg, g;(go f) = matg, g.(g) X matz, 5.(f)

En particulier, si f et g sont des endomorphismes de E et 3 une base de E, alors

matg(g o f) = matg(g) X matg(f)

Cette proposition justifie a posteriori la définition (peut-étre peu naturelle a premiére vue) du calcul
matriciel : on souhaite une correspondance entre le produit matriciel et I’opération de composition dans le
monde des matrices.

Exemple 3.4 Décrivons les composées g o f et f o g des applications linéaires définies par
FiR — R (x,y.2) — (x—y.2x+2)

et
g R —R’; (x,y) — (x+y,3x—y,—x+2y)

* Premiere méthode (vision application linéaire) : On a,

V(xy) €R®,  flg(x,y) = f(x+y,3x—y,—x+2y)
=(x+y—(3x—y),2(x+y) + (—x+2y))
= (—2x+2y,x+4y)

On calcule de méme go f.
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Proposition 3.5 — Puissance. Supposons E de dimension finie. Soit B une base de E. Soit f € L(E).
On note A = matg( f). Alors, pour tout n € N,

mats(f") = matg(f oo f) =A"

Exemple 3.6 Soit f : R — R”; (x,y) —> (3x + 6y, —x — 2y). Montrons que fo f = f.

* Premiere méthode (vision application linéaire) : On a,

Vixy) €R, Fxy) = f(f(x))
= f(3x+ 6y,—x—2y)
= (3(3x+6y) +6(—x—2y),—(3x+6y) —2(—x—2y))
= (Bx+ 6y,—x—2y)
= f(x,y)

Proposition 3.7 — Bindme de Newton pour les matrices. Soient A,B € M ,(R) telles que AB = BA
(les matrices A et B commutent). Alors,

n
n_ ny\ kp,n—k
VneN, (A+B) —];(k)AB
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Proposition 3.8 — Formule de factorisation. Soient A,B € M,(R). On a,

n—1
VneN, A"-B'=(a-B))y A'BT

k=0

3.2 Lien avec le caracteére bijectif

Proposition 3.9 — Isomorphisme. Supposons E et F' de méme dimension finie n. Soit Bg une base de
E et By une base de F. Soit f € L(E,F). On note A = matg, g, (f) € M,(K). Alors

f est un isomorphisme <= A est inversible.

g =il =il
Dans ce cas, la matrice de f ~ est A

-1 -1
matg, 5, (f ) =A

Démonstration. On note A = matg, g, (f) € M,(K).
* Supposons que f est un isomorphisme. Alors

-1 .
matg, 5, (f) Xmatg, 5, (f ) =matg, (idr) =1,

ot n = dim(F). Donc A est inversible, d’inverse matg, 3, (.}"7l ).

* Supposons A inversible. Notons g 1’unique application linéaire de F dans E telle que matj . 5, (g) = A7 Alors

. . -1
matg, (go f) = matg, g, (g) Xmats, 5.(f) =A A=1I,
Donc go f = idg. De méme, matg . (f o g) = I,. Donc f o g =idr. Donc f est bijective de E dans F. Comme f

est linéaire, ¢’est un isomorphisme.

Exemple 3.10 Montrons que I’application @ : R,[X] — R,[X]; P P(X + 1) est un isomorphisme et
déterminons son inverse.

Montrons que ¢ est un isomorphisme. On peut montrer que @ est linéaire.

* Premiere méthode (vision application linéaire). Montrons que ¢ est bijective. Pour cela,
on peut «intuiter» la bijection réciproque. Soit

ViR [X]— Ry[X]; Q— O(X 1)
Alors,

VPeR[X] y(o(P))=P et VO eR[X] 0(yw(Q))) =0

Donc, @ est bijective et sa bijection réciproque est V.
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Proposition 3.11 — Automorphisme. Supposons E de dimension finie. Soit B une base de E. Soit
f € L(E).Onnote A = matg(f). Alors

f €GL(E) < A estinversible.

De plus, pour tout k € Z, la matrice de fk est Ak ;

matB(fk) = AF

Soit A € M,,(K). On note f, I’application linéaire canoniquement associée. De la proposition précédente,
on en déduit que : A est inversible < f, est inversible. Dans ce cas, ( fA)_l = fu-1.

Exemple 3.12 Soit f : R* — R?; (x,y) = (x+y,x—y). Montrons que f un automorphisme de R et
déterminons sa bijection réciproque.

On peut montrer que f est linéaire. De plus, les espaces de départ et d’arrivée sont les mémes. 11
reste a montrer que f est bijective.

* Premiére méthode (vision application linéaire). Soit v = (a,b) un élément de R? quel-
conque. Montrons qu’il existe un unique u = (x,y) € R? tel que v = f(u).Soitu = (x,y) €
2
R".Ona

S

N
S

flu)=v < {x+y=a = {x=a+

x—y=b y=4

|

Donc il existe un unique u € R? tel que v = f(u), donné par u = (#, %) Ainsi,
I’application f : R* - R? est bijective et pour tout v = (a,b) € F,on a

£

R? — R?

(@h) — (55)

Proposition 3.13 Soit M € M, ,(R) Sin = p alors

Ker(M) = {0} < Im(A)=R" < rg(M)=n < M inversible

Toute matrice carrée inversible a gauche ou a droite est inversible. Cette proposition permet souvent de

montrer plus efficacement qu’une matrice est inversible mais ne permet pas de déduire 1’inverse lorsqu’il
existe.
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3.3

Exemple 3.14 On considere la matrice A suivante

Déterminer si la matrice A est inversible.

Espaces isomorphismes

Soient E et F' deux espaces vectoriels. On dit que E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
de E sur F.

Proposition 3.15 Supposons E de dimension » et F de dimension p. Soient B une base de E et Br une
base de F. Alors I’application

O P L(E,F) — M, ,(K) ; f+— matg, g, (f)

est un isomorphisme.

Démonstration. La linéarité a été vue précédemment. Pour tout matrice A = (a; ;) 1<isn € M,, ,(K), il existe une unique
’ 1<j<p
application linéaire f € L(E,F) telle que,

n

vje[l,pl, f(gj)zzai-jéi

i=1

D’ou la bijectivité. u

Proposition 3.16 Supposons E et F de dimension finie. Alors L(E,F) est de dimension finie et

dim(L(E,F)) = dim(E) X dim(F)

Démonstration. En notant p = dim(E) et n = dim(F ), comme L(E,F) et M,, ,(K) sont isomorphes,

dim(L(E,F)) = dim(an(K)) =nXp
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4 Changements de bases et matrices de passage

Dans cette partie, on suppose E de dimension finie n et F' de dimension finie p.

4.1 Matrices de passage
Définition 4.1 Soient B = (¢),...,¢,) et B' = (&),...,e,) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B a la base B', notée Pg , 1a matrice de la famille B' dans la
base B :

B J o
PB = matg(eh. ..,en)
On a aussi
B .
Pg = matg g(idg)

On ne se servira pas de cette vision en pratique mais seulement pour les preuves des résultats théoriques.

La premiere base 5 est souvent considérée comme 1’ancienne base ou la base de référence, alors que la

!
i 1 il 4 B - ]
deuxieme base B est considérée comme étant la nouvelle base. Avec Pg , on écrit donc la nouvelle base B

N . PR ‘. , - ]
par rapport 4 1’ancienne base B. Plus précisément, on écrit donc en colonnes les coordonnées de ¢, ..., €,
dans la base (e,...,¢,) :

~ ~
€] €n
. * * €1
B .
PB = .
* * )

Exemple 4.2 On admet que C = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une base de R?. Ecrire la matrice de passage
de la base canonique B, a la base C.

Exemple 4.3 Soient E = R,[X], B = (1,X,X2) etB =(1,X-1,(X - 1)2). On admet que B et B sont des
bases de E. Ecrire la matrice de passage de la base B3 a la base B

Proposition 4.4 Soient B, B' et B" sont trois bases de E. Alors,

-1
5 . . . B B B 8" _ B
a) Py estinversible, d’inverse (PB ) = Py b) Pg Py =Pp
. . B . L . . B . .
Démonstration. * Comme Pg est la matrice de idg qui est un isomorphisme, Pz est inversible et
B'\-1 . -1 =1 . B
(Pg )" = (matg g(idg))” =matg g (idg ) = matg p(idg) = Py

e Ona

n

!
Pg Pg: = matyg g(idg )matgr 5 (idg) = matgr 5(idg oidg) = matgr z(idg) = P gr
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Exemple 4.5 On admet que C = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une base de R?. Ecrire la matrice de passage
de la base C a la base canonique B,.

4.2 Effet d’'un changement de bases

Proposition 4.6 — Changement de base pour un vecteur. Soit X € E. Alors,

!
matg (%) = P§ X matg (%)

On obtient donc les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles.
Démonstration. On a x = idg (x). Matriciellement, on obtient alors

matg(x) = matg(idz (X)) = matg g(idg )matg (x)

!
soit X = P5 X' [

Exemple 4.7 Soitx=(1,2,-1) € R®. Déterminons les coordonnées de ¥ dans la base C = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

Proposition 4.8 — Changement de bases pour une application linéaire. Soient B et B;; deux bases
de E. Soient By et By deux bases de F. Soit f € L(E,F). Alors,

!

Bry—1 B;
matg g (f) = (Pg, )" Xmats, s, (f) X Py,
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Démonstration. On pose

A=matg, 5, (f), A'=mats, 5, (), P=Pg. O=Pg
Ona
foidg =idrof
Matriciellement, on obtient alors
matg! g, (feidg) = matg g, (idp o f)
soit
matg, g, (f)matg, g, (idg) = matg g, (idp)matg, g, (f)

Dot AP = QA', et donc A' = 0" 'AP. ]

Proposition 4.9 — Changement de base pour un endomorphisme. Soient 5 et B' deux bases de E.
Soit f € L(E) un endomorphisme de E. On a,

maty () = Py matg(f) lessl

Exemple 4.10 Soit f: R’ — R’,(x,y,2) = (x—y+2z,2x—y,—2y + z). Déterminer la matrice de f dans la
base C = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) de R*.
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4.3 Matrices semblables
Définition 4.11 Soient A,B € M,,(K). On dit que B est semblable 2 A (sur K) s’il existe une matrice
P € GL,(K) inversible telle que B = PAP™".

* Si B est semblable a A alors A est semblable & B. On peut donc dire « A et B sont semblables ».

En effet, si B = PAP™ avec P € GL,(K) alors A = P 'BP= QBQ_l avec Q = ple

GL,(K).
+ Soit p € N. Si A est semblable a B alors A” est semblable a B”.

En effet, si B = PAP™ " alors B = PAPP™!,

* Deux matrices semblables ont le méme rang.
En effet, le rang d’une matrice n’est pas modifié par multiplication a gauche ou a droite par
une matrice inversible. Donc si B = PAP™' avec P € GL,(K), alors rg(B) = rg(PAP™') =
rg(A).
* A et B sont semblables si et seulement si elles sont les matrices d’un méme endomorphisme f dans
des bases différentes.

— En effet, supposons A et B semblables. Alors B = PAP ' avec P € GL,(K). Notons f

I
I’endomorphisme canoniquement associé a A. Soit B'la base de E telle que p'= Pg .
!
Alors B = PAP™' = P matg, (f)Pg, = matz (f).
— Réciproquement, si A = matg(f) et B = maty(f), en posant P = Pll;y, onaB=PAP
et A et B sont donc semblables.

1

0 1 1 1 00
Exemple 4.12 Montrer que les matricesA={0 0 O|etB=|1 0 1 |sontsemblables.
0 01 0 00

0 0/

p—
~—~—

Exemple 4.13 Montrer que toute matrice non nulle A € M, (K) vérifiant A% = 0, est semblable a (0
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