TD 31 — Représentation matricielle d’une app. linéaire

1 Matrice associée a une application
linéaire
Exercice 1 - Matrice canoniquement associée. Déterminer

la matrice des applications linéaires suivantes dans les bases canon-
iques des espaces vectoriels concernés.

a) g: R? — R3
(xy) = (x=y,x+y,x—3y)

b) g: RfX] — Ry[X]

P s P—XP
¢) g: R3[X] — R3

P — (P(-1),P(0),P'(1))
d) g: /fz(R) — //z(R)

M — M7

Exercice 2 - Lien entre les opérations. Soient s et ¢ les deux
applications linéaires de R? dans R? définis par,

Y(x,y) € R?, s(x,y) = (2x — 5y, —3x+4y)
V(x,y) € R2’ t('xvy) = (_8y77X+y)

1. Déterminer les matrices S et T canoniquement associées aux
applications s et .

2. Déterminer les applications linéaires s +1, sot,fosetsos.

3. Déterminer les matrices canoniquement associées aux applica-
tions linéaires s+, sof,toset sos.

Exercice 3 - Soient

f:R* —= Ry[X]; (a,b,c,d) — (2a+b)X*+ (a—3b+c)X —4c
g:R[X] —R; P— P(2)

Déterminer la matrice de g o f dans les bases canoniques.
2 Image, noyau, rang

Exercice 4 - Noyau. Déterminer le noyau des matrices suivantes.

A 1 0 -1
a) A1<_3 3) b) Ar=(2 1 -3
0 -1 2

o 2 1 1
) Ay = (2 | _1) dAa=[1 —2 1
1

Exercice 5 - Trouver un élément du noyau rapidement. Déter-
miner pour chaque matrice ci-dessous un élément du noyau.

L 10 1
a) A1:<_5 5) b) Ar=[0 -1 -1
2 3 5

2 1 3
) As=[(4 3 5
52 8

Exercice 6 - Image & Rang. Déterminer I’image et le rang des

matrices suivantes.
1 0
b) A2 = (0 1)

sae (i)

L3 55 1
C) A3=(2 6) d) A4= 6 6 1
5 5 1

11 1 2 4

e) As=[0 1 f) Ag=|-2 —4 -8

0 0 3 6 12

Exercice 7 - Déterminer le rang de la matrice suivante en fonction
du parametre o.

1 0
My=1|1 «
2 0
Exercice 8 — Soient
1 1 1 1 2
A= |1 et B=12 0 2
1 1 1 2

Donner, presque de téte, une base des noyaux et des images de A et
B.

Exercice 9 - Inversibilité d’'une matrice. Déterminer si les ma-
trices suivantes sont inversibles grice a la méthode de votre choix
(on ne demande pas de donner I’inverse).

bac(t) wae( )

L1 1 00
C) A3 = <] _1> d) A4 = 0 2 0
0 0 3
1 0 1 1 0 0
e) As=|(0 1 0 f) Ag=|1 1 0
0 00 I 1 1
1 2 0 1 1 1
g A;=|1 2 0 h)y Ag=1|1 2 4
1 2 1 1 3 9
31 2
i) Ag=1|5 2 3
0o -2 2

Exercice 10 - Soit I’application linéaire f : R3[X] — R*; P+—
(P(0),P'(0),P"(0),P"(0)).
1. Donner la matrice de f dans les bases canoniques.
2. Déterminer I’image de f. L’application f est-elle surjective?
On pourra raisonner sur la matrice.



Exercice 11 - Soit f I’endomorphisme de R* canoniquement as-
socié a
2 -1 -1
A=[-1 2 -1
-1 -1 2
Dans tout I’exercice, on pourra raisonner au choix au niveau de la
matrice ou au niveau de 1’application linéaire (apres avoir déterminé
son expression).
1. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).
2. Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).
3. Donner la matrice de f dans une base de R? constituée unique-
ment de vecteurs de Ker(f) et Im(f).

Exercice 12 - Soit f : R® — R I’application linéaire définie par :

V(xy,z) R, flayz) =

1. Ecrire la matrice M de cette application linéaire dans la base
canonique 4 de R>.

2. Calculer £(1,2,3) de deux maniéres différentes : en utilisant la
définition de f d’une part, et en utilisant la matrice M d’autre
part.

3. Soient v; = (1,1,0), vy = (1,2,1), et v3 = (1,3,1). Montrer
que la famille & = (v,v2,v3) est une base de R>.

4. Calculer f(vy) et calculer ses coordonnées dans la base &. On

admettra que, de méme, f(vy) = vi+6vy —4vs et f(v3) =

2v1 4+ 8vy — 6v3.

Ecrire la matrice N de f dans la base &

6. Retrouver cette matrice a partir de M, en utilisant la formule
de changement de bases.

(x+y2x—y+z,x+2).

v

Exercice 13 - Lien matrices & Applications Linéaires. Soit f
I’application linéaire de R* dans R? définie par :

f: R4 — R3
(x,y,2,t) — (x—y+z,x+2y—z+t,x—4y+3z—1)

Déterminer une base de Ker(f).

Donner la dimension de Ker(f).

En déduire la dimension de Im(f).

En déduire une base de Im(f).

L application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Donner la matrice A canoniquement associée a I’ application
f. Retrouver tous les résultats des questions précédentes en
raisonnant cette fois-ci sur la matrice A.

S

3 Isomorphisme

Exercice 14 - Soit I’application linéaire

u: Ro[X] — R3
1. Déterminer la matrice de u dans les bases canoniques de R, [X]
etde R3.

2. Montrer que u est un isomorphisme.
3. Déterminer u~".

Exercice 15 - Peut-on trouver un automorphisme représenté par
la matrice

4 Changements de bases

Exercice 16 - Déterminer les matrices de passage P de la base %
a la base %' dans les cas suivants:

= ((1,=1),(1,0)) et &' = ((1,1),(2,1))
=((1,0 ) (O»LO) (0,0,1)) et

= ((1,1,1),(2,1,1),(0,1,0))

=((1,1 ) (0,1,1),(1,0,1)) et

=((1, 1, 1),(2,1,1),(0,1,0)).

Exercice 17 - Dans R3, on note 2B, la base _::anonique et % =
(fl;f27f3) avee fl (1 1 1) fa= (17 170) et f3 = (1’0’0)
. Justifier que % est une base de R>.

2. Déterminer les matrices de passage PC/ et Pﬁ‘

3. Soit ¥ = (1,3, —2). Déterminer les coordonnees de v dans la
base €.

4. Soit w = 2f1 — 5]?2 + 3f3. Déterminer les coordonnées de w
dans la base ..

5. Déterminer la matrice de 1’application linéaire f définie, pour
tout (x,y,z) € R3, par f((x,y,2)) = (2y +z,x — 4y, 3x) dans la
base Z,.

6. Déterminer la matrice de f dans la base %.

Exercice 18 — On se place dans 1’espace vectoriel E = Ry[X]. On
considere la famille & = (X% +1,X +1,2X> — X).
1. Montrer que 4 est une base de E.
2. Déterminer la matrice de passage de la base canonique %, a
la base Z et celle de la base Z a la base canonique Z,.
3. Déterminer les coordonnées du polynéme P = X2 — X +2
dans la base £.
4. On considere I’application ¢ qui a tout polynéme P € R, [X]
associe @(P) = X P'. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de
E et déterminer sa matrice dans la base canonique %,, puis
dans la base £.

Exercice 19 - Soit ¢ : Ry[X] — Ry[X]; P— (X +1)P'. On
note % = (1,X,X?) la base canonique de Ry[X] et Z' = (1,X +
L(X+1)2).
1. Calculer A = matg(Q).
2. Justifier que %’ est une base de Ry[X] et calculer A’ =
matg ().
3. Pour tout n € N*, que vaut (A")"?
4. Justifier I’existence d’une matrice P telle que A’ = P~'AP et
calculer cette matrice.
5. Calculer, pour tout n € N*, A",

Exercice 20 - Montrer que les matrices suivantes sont semblables:

0 0 1 0 10
I.A=[ 0 O O]JetB=(-1 0 O

-1 0 0 0 00

010 0 0 0
2.C=(0 0 OfetD=(4 0 O

0 0 O 0 0 0

1 4 7 5 2 8
3.E=12 5 8letF=|4 1 7

36 9 6 3 9



	Matrice associée à une application linéaire
	Image, noyau, rang
	Isomorphisme
	Changements de bases

