O. Etude qualitative d’une fonction

Pour bien démairrer : les intervalles de R

On dit qu’une partie I de R est un intervalle si, pour tout a et b dans I, [a,b] C I. De fagon imagée, un
intervalle de R est une partie «sans trous». Les intervalles de R sont I’ensemble vide @, I’ensemble R et les
ensembles suivants avec a et b deux réels tels que a < b :

les singletons : {a}

a
les intervalles fermés ou segments : [a,b] = {x e R | a < x < b} F 3
a b
les intervalles ouverts : Ja,b[= {x e R | a < x < b} ! F
a b
les intervalles fermés en a, ouverts en b : [a,b[={x e R |a < x < b} F F
a b
les intervalles ouverts en a, fermésen b : Ja,b]={x€R |a < x < b} ! 3
a b
les demi-droites fermées en a : [a,+oo[={x €R | a < x} F
a
les demi-droites ouvertes en a : Ja,+0o[= {x e R | a < x} 3
a
les demi-droites ferméesen b : |—o00,b] = {x e R | x < b} 3
b
les demi-droites ouvertes en b : | —00,b[= {x € R | x < b} F
b
Exercice 0.1 Compléter le tableau suivant.
Notation d’intervalle | Inégalité(s) correspondante(s) Représentation sur une droite
x€[-3,5] -3<xs<5 r 3
-3
x€]—003] x<3 F
3
x €[4,6] 4<x<6 F F
4
XE€[2,+00] x =2 F
2
x€]-3,-1] -3<x< -1 ] ]
-3 -1
x€]—00,5] xs -5 3
5
x€]-1,1] -1<x<1 3 r
-1 1
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1
1.1

Généralités sur les fonctions

Vocabulaire de base

Définition 1.1 Le domaine de définition d’une fonction f, souvent noté D ¢, est ’ensemble des réels x
tels que le nombre f(x) existe. On dit alors que f est définie sur Dy, et on note

x e f(x)
Ne pas confondre f et f(x), qui sont deux objets de nature mathématique différente.
Objet Nature mathématique
f Une fonction
f(2) Un nombre réel
f(x) (pour un x fixé) Un nombre réel

Ainsi, écrire «la fonction f(x)...» n’a pas de sens car f(x) n’est pas une fonction, ¢’est I'image de x par
la fonction £, et donc est un nombre réel. On écrira plutdt «la fonction f...» ou la fonction «x — f(x)...».

On pourra utiliser la proposition suivante pour déterminer 1’ensemble de définition d’une fonction donnée.

Proposition 1.2 Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D. Soit x € D.

a) % existe < g(x) #0 b) +/f(x) existe &= f(x) =0 ¢) In(f(x)) existe & f(x) >0

2 Etant donnée une fonction f, on commencera toujours par préciser son ensemble de définition si celui-ci
n’est pas donné. Pour déterminer I’ensemble de définition Dy d’une fonction f, il s’agit de résoudre une
ou plusieurs (in)équations selon les contraintes données en Proposition 1.2.

Exemple 1.3 Donner le domaine de définition des fonctions ci-dessous.

a) x> ;;'_14 b) x> Vx—3 c) x+In(2—-x)
d) xl—»ln(x2—6x+9) e) x> ﬁ
Fonction Contrainte Dy
xS X —4%0 & x#—2etx#2 | R\{-2,2}
x> V/x=3 x=320 & x23 [3,+00[
x> In(2—x) 2-x>0 & x<2 ]—00,2[
x> In(x* = 6x+9) ¥ —6x+9>0 < x#3 R\{3}
X e x+1>0 & x> -1 ]—1,+00[
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Définition 1.4 Soit f : Dy — R une fonction. On dit que f est a valeurs dans A si
Vx€Dy, f(x)€EA

On note alors souvent

x o ()
Exemple 1.5 Compléter le tableau suivant.
Fonction Ensemble de définition | A valeurs dans
X X R [0,+00[
XX R R
x + sin(x) R [-1,1]
x - exp(x) R 10, +o00[

1.2 Représentation graphique

Définition 1.6 La représentation graphique d’une fonction f : D; — RR, notée C; est I’ensemble des
points du plan de coordonnées (x, f(x)) avec x € Dy, dans un repére orthonormé. Ainsi,

M de coordonnées (x,y) appartient a C;  si et seulementsi y = f(x)

Siy = f(x) avec x € Dy, on dit que Nﬂx)
* yest’image de x par f, :

* x est un antécédent de y.

i

Exemple 1.7 Ci-dessous est représentée la courbe d’une fonction f.
1. Déterminer I’image de 2 par f.
L’image de 2 par f est 4.
2. Déterminer I’image de O par f.
L’image de O par f est 0.

3. Déterminer I’ensemble des antécé-
dents de 1 par f.

L’élément 1 admet deux
antécédents par f qui sont
let—1.
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Ci-dessous, on rappelle les ensembles de définition et les représentations graphiques des fonctions

usuelles.

Nom de la fonction Notation Représentation graphique

y

Identité d: R — R

. *
Exponentielle exp: R — R;*

x
. . In: R} — R
Logarithme (népérien) x — In(x) X
y
R — Ry
Valeur absolue x — x| y = |x|
X
y
Carré R — R; 2
X — X y=x
X
y
3
y=x
Cube — A
X > X X
y=vx
. Ry — Ry
Racine carrée x — /X
X
4/18
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Nom de la fonction Notation Représentation graphique
y
1
R* — R* YT X
Inverse . 1 i
* X
(1)~
y = cos(x
Cosinus cos: R — [-1,1] N /\ £
x > cos(x) \\\\\_,//// \\\\\_’///’x
in(2)
y = sin(x
Sinus sin: R — [-1.1] —\
x +— sin(x) \:C
y
tan: Dy, — R y = fan(x
sin(x) ’
X
Tangente cos(x) "
T
olt Diay =]R\{§ +km | ke Z}
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1.3

Transformations affines d’une représentation graphique

Voyons graphiquement les représentations graphiques de fonctions obtenues par des transformations
simples & partir de la représentation graphique d’une fonction f représentée en pointillés.

Le graphe de x — f(x) + a est translaté
verticalement vers le haut si a = 0 et vers le bas si
a<0.

Le graphe de x — f(x + a) est translaté
horizontalement vers la gauche si a = 0 et vers la
droitesia<0.

\_fia)

Le graphe de x — —f(x) est obtenu par symétrie par

Le graphe de x — f(—x) est obtenu par symétrie par
rapport a I’axe des ordonnées.

rapport a I’axe des abscisses.

)

,-"xk

Le graphe de x — kf(x) est obtenu par dilatation
verticale de rapport & : le point (x,y) devient (x,ky).
Pour k € [0, 1[, la courbe s’ aplatit verticalement et
s’élargit verticalement si k > 1.

s

Fkp)|
| if)

Brai

k>1

Le graphe de x — f(kx) est obtenu par dilatation
horizontale de rapport 1/ : le point (x,y) devient
((1/k)x,y). Pour k € [0, 1[, la courbe s’aplatit
horizontalement et s’élargit horizontalement si k < 1.
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Exemple 1.8 Donner les fonctions dont les représentations graphiques sont tracées en trait continu a partir

de celles tracées en pointillées (v = ... correspond a la fonction renrésentée en pointillés).
y
y
: —
) y=In(x+ ,—"“—
¥ =exp(\x)ry # exp(x) ‘

1.4 Opérations sur les fonctions

Proposition 1.9 Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble D. Soit A € R.

Nom Notation Définition

Somme de fetg f+g Pour toutx € D, (f+g)(x) = f(x)+g(x)

Produitde fetg | f-goufg | Pourtoutx € D, (f-g)(x)= f(x)xg(x)

Produit de f et A Af Pour toutx € D, (Af)(x) = A X f(x)
1 & i f _ f)
Quotient de fetg " Pour tout x € D, (E) (x) = o)

*Le quotient de f et g est bien défini que si g ne s annule pas sur D.

Proposition 1.10 — Composition de fonctions. Soient f une fonction définie sur D et g une fonction
définie sur D,. On suppose que pour tout x € Dy, on a f(x) € D,. Alors la composée g o f (se lit “g rond
f7) est la fonction définie sur D, donnée par

pour tout x dans Dy, (go f)(x) = g(f(x)).

gof
/g\«
x f(x) g(f(x))
m m
Df Dg
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Avec les notations de la Proposition précédente, g o f est bien définie mais ce n’est pas forcément le cas
de f o g. La fonction f o g est bien définie sur D, seulement si pour tout x € D,, on a g(x) € Dy. De
plus, lorsque les deux fonctions f o g et g o f sont bien définies, en général, elles ne sont pas égales.

Exemple 1.11 Soient f et g les fonctions données par

f: R - R i RY -
x b o+l -

X

=1— 2

Déterminer si les composées f o g et g o f existent et les déterminer le cas échéant.

Tout d’abord la fonction f est bien définie sur R et la fonction g est bien définie sur R”.
Déterminons maintenant les expressions de f o g et go f quand ces fonctions existent.

* Pour tout x € R, f(x) € R*. Donc la fonction go f est bien définie sur R, et

1 1
pour tout x € R, (o f)(x) =g(f(x)) = 1(x) 241

e Pour tout x € R*, g(x) € R. Donc la fonction f o g est bien définie sur R, et

pour tout x € R*, (fog)x)=rf(gx)) = g()c)2 +1= iz + 1.
x

2 Rappels sur la dérivée

Le but de cette section est de se re-familiariser avec le calcul de dérivées, sans rentrer dans les détails de
la théorie. La rédaction des exemples peut donc manquer de rigueur qui sera rajoutée par la suite.

2.1 Dérivées usuelles

Dy Fonction f Dy Dérivée f'
R x> k (avec k € R) R x>0
Dépend de o x> x” Dépend de a x e ox®!
10, + oo x - In(x) 10, + oo xH%
R xe R x> e
R x > cos(x) R x — —sin(x)
R x > sin(x) R x > cos(x)
R—{Z+kn | ke L} x - tan(x) R—{Z+kn | ke Z} xr—>l+tan2(x)ouxl—>m
R x > arctan(x) R X ﬁ
[-1,1] x + arcsin(x) 1-1,1] X 11—x2
[—1,1] x > arccos(x) 1-1,1] X - 11_x2
R x> ch(x) R x - sh(x)
R x — sh(x) R x + ch(x)
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2.2 Opérations sur les dérivées

23

Somme

(u+v) =u' ++'

Multiplication par un réel

pour k € R (constante), (ku)' = ku'

Produit (uxv) =u' xv+uxy
I 1
Inverse ( 1 ) __v
v V2
Quotient

Exemple 2.1 Calculer les dérivées suivantes sans se soucier des domaines de définition.

Fonction

Dérivée

XX +cos(x)+1

x - 2x —sin(x)

xl—>5x3—}c+3\/)_c

2,1, 3
x = 15x taton

x> In(x) xe*

xe % x e +1In(x) xe"

1 2x
> - - -
x x2+1 * (x2+1)2
2x—1 3
- -
X x+1 X (.\‘+])2
x> /x(5x=3) X s 12223
2x

Dérivée d’une composée

sur D, et
Vx € Dy,

(g0 f)'(x) = £'(x) X' (f(x))

Proposition 2.2 — Dérivée d’une composée. Soient f une fonction dérivable sur Dy et g une fonction
dérivable sur D,. On suppose que pour tout x € D¢, on a f(x) € D,. Alors, la fonction g o f est dérivable

Les formes les plus courantes de dérivées de composées sont les suivantes.

Fonction Dérivée

u® ou'u®™!

exp(u) u' exp(u)
In(u) ”;,

Fonction Dérivée
sin(u) u' cos(u)
cos(u) —u' sin(u)

arctan(u) ] :‘;2
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Exemple 2.3 Calculer les dérivées suivantes sans se soucier des domaines de définition.

Fonction Dérivée

P 4x+3
x V2x“+3x+4 X =
2V2x% +3x+4

X (6x2 +3x+7)3

xe 3(l2x+3)(6x2 +3x+7)2

x> cos(2x+1)

x> —=2sin(2x+ 1)

X = GXp(i)

x> —gexp(])

x—In(2x+1)

—
2x+1

Exemple 2.4 Soit g : R — R une fonction dérivable sur R. On définit la fonction f par
VxeR, h(x) = g(2x+3)

Donner la dérivée de .

On a,

Vx €R, B(x)=2xg (2x+3)

Parité/Imparité et Périodicité

Définition 3.1 Une partie de R est dite symétrique par rapport a zéro lorsque

pour tout x € D, -x€D.
—00 — 1 0 — 0 +00
Exemple 3.2
Ensemble | R* | ]-1,1] | 1-5,5[ | [-4,-2]u[2,4] | ]—00,-4]U[4,9]
Sym. % a0 | Oui Non Oui Oui Non

Définition 3.3 Soit f une fonction définie sur Dy. On suppose que Dy est symétrique par rapport a zéro.
On dit que :

* f est paire si pour tout x € Dy, on a f(—x) = f(x),

* f estimpaire si pour tout x € Dy, on a f(—x) = —f(x).

Cette notion, présentée ici des le début de la premiere année, fait I’objet de la premiere question du sujet
de concours Maths C, de 2020, de la banque PT...
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F(x) = f(=x)

Représentation d’une fonction paire (ici x — xz) : la courbe est sy- Représentation d’une fonction impaire (ici x + x3) : la courbe est symé-
métrique par rapport a 1’axe des ordonnées. trique par rapport a I’origine du repére.

2 Comment étudier la parité (a adapter pour I'imparité) d’une fonction définie sur un ensemble Dy ?
* Si Dy n’est pas symétrique par rapport a 0, alors f n’est pas paire.
* Si Dy est symétrique par rapport a 0, alors
— pour prouver que f est paire, on montre que pour tout x € Dy, f(—x) = f(x),
— pour prouver que f n’est pas paire, on cherche un contre-exemple, c’est-a-dire on trouve un
réel x pour lequel f(—x) # f(x).
On peut aussi tracer au brouillon la courbe représentative de la fonction pour conjecturer la parité de la
fonction.

Exercice 3.4 Montrer que la fonction suivante est impaire :

f+ R - R

5
X

X P S,
32 +1

e La fonction f est bien définie sur R car la fonction x — x* +3x% + 1 ne s’annule Jjamais.
* Son ensemble de définition, donné par R, est bien symétrique par rapport a 0.
e Soitx € R.
5
(=x)

(=x)*+3(=x)>+1
5
—x
432 +1

—f(x)

Donc la fonction f est impaire sur R.

f(=x)=

Exercice 3.5 Montrer que la fonction suivante est ni paire ni impaire.

f R - R
xl—>x2+x+1

e La fonction f est bien définie sur R (fonction polynomiale).
e Ona f(2) =7et f(=2) =3. Comme f(2) # f(—2), la fonction n’est pas paire.
e Et comme f(2) # —f(—2), la fonction n’est pas impaire non plus.

Donc la fonction f n’est ni paire ni impaire.

Définition 3.6 — Périodicité. Soit f : R — R une
fonction. Soit 7 > 0. On dit que f est T-périodique ! :

Vx eR, fx+T)=f(x) : ]

Le nombre T est alors appelé période. T
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Exemple 3.7 On considere la fonction f suivante

cos(2x)
cos?(x) +1
1. Quel est le domaine de définition de f?
On peut remarquer que,
Vx€R, cosz(x)+lzl>0

Donc, le domaine de définition de f est R.
2. Montrer que f est w-périodique.
Soit x € R. On a,

cos(2(x+m))  cos(2x+2m)  cos(2x)
cos(x+7m)2+1  (—cos(x))®+1 cos(x)?+1

= f(x).

fx+m)=

Donc, la fonction f est m-périodique.
3. Montrer que f est paire.
Soit x € R. On a,
cos(—2x) cos(2x)

f(=x) = - = /()

cos(—x)2+1  cos(x)2+1

Donc, la fonction f est paire.
4. En déduire un domaine possible d’étude de f.
A priori, le domaine d’étude de f est R (son domaine de définition). Cependant, la fonction

T
f étant m-périodique, on peut restreindre son étude a [_5’ 5} (ou [0,7]). De plus, la

. . . . z N 7[
fonction f est paire. On peut donc restreindre le domaine d’étude a [0, 7

f(z)

S~ S~
\/_ N/ 1 \/ N/ \/

Périodicité Parité | Etude Périodicité

4 Monotonie

4.1 Définition de la monotonie
Définition 4.1 Soit f : D — R une fonction. On dit que f est constante si

Vx,y€D,  f(x)=f(y)

ou de maniere équivalente,
dCeR, VxeD, f(x)=C
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Définition 4.2 Soient f une fonction définie sur un ensemble Dy et / un intervalle de D¢. On dit que f est

Vocabulaire Définition

croissante sur / si pour tout (x,y) € 12, x<y= f(x) < f(y)

strictement croissante sur I si | pour tout (x,y) €I°, x<y= f(x) < f(y)

décroissante sur [ si pour tout (x,y) € P, x< y= f(x) = f(y)

strictement décroissante sur / si | pour tout (x,y) € P, ox<y= f(x)> f(y)

On dit que f est (strictement) monotone sur [ si elle est (strictement) croissante sur / ou (strictement)
décroissante sur /.

Représentation d’une fonction croissante sur R, Représentation d’une fonction décroissante sur R,
. . .. 3
ici x - exp(x). 1c1x|—>—%x +1.

Proposition 4.3 — Opérations sur les fonctions monotones. Soient f et g deux fonctions monotones
sur un intervalle /.
* Si f et g sont croissantes sur / (resp. décroissantes) alors f + g est croissante sur [ (resp. décrois-
sante).
e Soita e R.
— Sia > 0alors f etaf ont le méme sens de variation.
— Sia < 0alors f etaf ont des sens de variation contraires.
* On suppose que f o g est bien définie sur /.
— Si f et g ont la méme monotonie alors f o g est croissante.
— Si f et g ont des monotonies opposées alors f o g est décroissante.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions croissantes sur un intervalle /. Montrons que f + g est une fonction
. . 2 .
croissante sur /. Soit (x,y) € I” tel que x < y. Comme f et g sont croissantes, on a

FE)<sfh) et glx) sg(y).
En sommant les deux inégalités, on obtient
Jx) +g(x) < () +5(y),

c’est-a-dire
(f+8)(x) < (f+8)(y).

Donc la fonction f + g est croissante sur /. |
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Exercice 4.4 Donner les variations de la fonction f définie sur R dont la courbe est représentée ci-dessous.

La fonction est croissante sur | — 00, —3], décroissante sur [ —3,2], puis de nouveau croissante
sur [2, +00[.

4.2 Caractérisation de la monotonie grace a la dérivée

En pratique, pour des fonctions dérivables, on utilisera le signe de la dérivée pour déterminer la monotonie
d’une fonction.

Proposition 4.5 Soient / un intervalle et f : / — R une fonction dérivable sur /.
1. Sipour tout x € I, f'(x) = 0, alors f est croissante sur /.
2. Sipour tout x € I, f'(x) < 0, alors f est décroissante sur 1.

Il est difficile d’imaginer un sujet de concours d’analyse qui ne demande pas de dresser (au moins) un
tableau de variations. Il faut donc impérativement savoir le faire... et de maniere efficace !

Exercice Type Concours 4.6 — ECRICOME ECS 2016. Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur
10, + oo par

In(¢
pour tout 7 > 0, o(r) = ¥

P Gestes Invisibles/Automatismes. Pour étudier la monotonie/les variations d’une fonction
(dérivable), on étudie le signe de sa dérivée.

La fonction ¢ est dérivable sur ]0, +0o[ et sa dérivée est donnée par,

Ixt—In(t)x1 C1-In(r)
12 - 2

pour tout 7 > 0, (p'(t) =
t

0'(t)=0 I-In(1)=0 <  In(t)=1 = r=e
De méme, comme la fonction exponentielle est croissante sur R,

0'(t)>0 = 1=1In(z) >0 = In(r) < 1 = t<e

On peut en déduire le tableau de signe de (p' puis les variations de ¢.

x 0 e! 400
¢'(1) + 0 -
¢ |0 —— ' —— 0

e . 1 . 1
Ainsi, la fonction ¢ est croissante sur [0,e ] et décroissante sur [e , +00[.
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Exemple 4.7 Montrer que, pour tout réel x >0, on aIn(x) < x— 1.

A Gestes Invisibles/Automatismes. Pour démontrer une inégalité, on peut étudier le signe de

la fonction sous-jacente (par exemple, grice a son tableau de variations, et donc en dérivant...)
On souhaite montrer que

pour tout x >0, In(x)—x+1<0.
Pour cela, on introduit la fonction suivante

g: ]0,400[ — R
x +— In(x)—x+1

La fonction g est dérivable sur ]0,+00[ et

1—x
X

1
pour tout x €]0,+00[, g'(x) =<- 1=

On en déduit le tableau de signe de la fonction g', puis les variations de g.

X 0 1 +00
g (x) + 0 -
8 o0 — 0 —— o

Du tableau de variations de g, on en déduit que

pour tout x > 0, g(x) <0,

c’est-a-dire
pour tout x >0, In(x) s x—1.

Proposition 4.8 Soient / un intervalle et f : / — R une fonction dérivable sur /.
Si la fonction f vérifie

Vxel, fx)>0 sauf éventuellement en un nbre fini de points

alors, la fonction f est strictement croissante (resp. décroissante) sur /.

Exemple 4.9 Montrer que la fonction f suivante est strictement croissante sur R.

f: R — R

3
X X

La fonction f est dérivable sur R et
VreR,  f'(x)=3x">0saufenx=0

Donc la fonction f est strictement croissante sur R.

4.3 Lien entre inégalités et monotonie
On rappelle les regles suivantes.

* Ajouter ou soustraire un nombre de chaque c6té d’une inégalité ne change pas le sens de I’inégalité.
* Multiplier chaque coté d’une inégalité par le méme nombre positif ne change pas le sens de I’'inégalité.
* Multiplier chaque c6té d’une inégalité par le méme nombre négatif change le sens de I’'inégalité.
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Exercice 4.10 Montrer que, pour tout x > 0, x + % =2,

Soit x > 0.
l> 1
X+;/2 = x+;—2>0
x2+1—2x>0
= T/
&=  X+1-2x20 carx > 0!
= (=120

Or, la derniere inégalité est vraie pour tout x > 0. Donc, par équivalence, la premiere inégalité
est vraie pour tout x > 0, c¢’est-a-dire,

1
pour tout x > 0, X+ =2

La manipulation d’une inégalité est tres liée a la monotonie des fonctions de la maniére suivante.
* Composer une inégalité par une fonction croissante ne change pas le sens de 1’inégalité.
* Composer une inégalité par une fonction décroissante change le sens de I’inégalité.

Exercice 4.11 Montrer que,

1 1
pour tout x = 0 — < —=
T 2Vva+2 2V2
Soitx = 0.

Ona x=0
Donc x+2=2 en ajoutant 2 de chaque c6té de I’inégalité
Donc  vx+2=+2 en composant par x — /x qui est croissante sur [0, +00[
Donc \/‘sz < % en composant par x — % qui est décroissante sur 0, +oo[
Donc 5 l+2 < ﬁ en multipliant par % > 0 de chaque coté

Ainsi, on a bien montré que

1 1
pour tout x = 0, —_— < —
2Vx+2  2V2
Exercice 4.12 Montrer que,
1 1
our tout x = 0 <3
P © T+e 2
Soit x = 0.
Ona x20
Donc ¢ =1 en composant par x = expx qui est croissante sur R
Donc € +1=2
Donc |+1eX < % en composant par x = l{ qui est décroissante sur ]0,+00[
Ainsi, on a bien montré que ] |
our tout x = 0, - < 5
P C Tte 2
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5 Majorants, minorants, extrema

Définition 5.1 Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

Vocabulaire Définition Sur le graphe

f minorée sur D | Il existe m € R tq pour tout x € D, f(x) =m | Ilexiste m € R tqCy au-dessus dey =m

f majorée sur D | Il existe M € R tq pour tout x € D, f(x) <M | Il existe M € R tq C; en-dessous de y = M

On dit que f est bornée sur D lorsqu’elle est & la fois minorée et majorée, c’est-a-dire que

il existe deux réels m, M tels que pour toutx € D, m < f(x) < M.

Proposition 5.2 Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Alors, la fonction f est bornée si et
seulement si la fonction | f| est majorée.

Définition 5.3 Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

Vocabulaire Définition

On dit que m est le minimum de f sur D | Pour tout x € D, f(x) = m et il existe xg € D tel que m = f(xp)

On dit que M est le maximum de f sur D | Pour tout x € D, f(x) < M et il existe x; € D tel que M = f(x;)

On dit que f admet un extremum lorsqu’elle admet soit un minimum, soit un maximum (ou les deux).

2 Un minimum (resp. un maximum) est donc un minorant (resp. majorant) atteint par la fonction. On
précisera toujours en quelle(s) valeur(s) le minimum (resp. maximum) est atteint.

Pour tout x dans R, f(x) = cos(x) + 1. .
Majorants de £ :2,3,3.5, .. Pour tout x dans R, g(x) = exp(x).

1/2 n’est pas un majorant La for}‘ctiqn g n’.a pas de majorants
Minorants de f: 0,-2,-10,... Minorants de 8 L2
La fonction f est bornée La fonction g n’est pas bornée

Minimum qui vaut 0 atteint en —7, 7T, . .. ggg gg X

Maximum qU.l vaut 2 atteil‘lt en O7 e Pas d’extremum
La fonction admet un extremum
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| Attention aux pronoms utilisés, on parle d’un majorant/minimum mais du minimum/maximum.

Exemple 5.4

Unicité (si existence)

Majorant/minorant Non

Maximum/minimum Oui

Valeur ot le min/max est atteint Non

Fonction Minorant | Majorant | Minimum | Maximum

X X 0,—-1, Non 0 (atteint en 0) Non
XX Non Non Non Non
X % Non Non Non Non
x > In(x) Non Non Non Non
x> exp(x) | 0,-2, Non Non Non

Exemple 5.5 Déterminer les éventuels extrema de la fonction suivante :

P Gestes Invisibles/Automatismes. Pour déterminer les éventuels extrema d’une fonction, on
trace son tableau de variations (et donc on étudie le signe de sa dérivée) et on trace éventuelle-

f

R —
X

R
1
1422

ment 1’allure de la courbe pour bien se représenter ce qui se passe.

La fonction f est bien définie sur R car la fonction x + 1 +x” ne s’annule jamais. De plus, elle

est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par,

On peut en déduire le tableau de signe de f’ puis les variations de f.

pour tout x € R,

fl(x) =

X —00 0 +00
@) + o0 -
o |, — T,

On en déduit que la fonction f admet un maximum, qui vaut 1 et qui est atteint en 0 mais

2x

n’admet de minimum (par contre, elle est minorée par 0).
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