TD 01 — Etude qualitative d’une fonction

Exercice 1 - Domaine de définition. Donner I’ensemble de définition des fonctions suivantes.
. 1
b) fr:x— ol

d) fa:ix—=Vx2—4x+3

f) fo:x— exp(3x+2)

a) fyx»—)ﬁ
¢ fiix—=V2x+1

e) fs:x—In(§x—5)

g) frix—1In(x+3)—In(2x+1)
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Exercice 2 - Domaine de définition. Donner I’ensemble de définition des fonctions suivantes.
. In(x+1)
a) f1 X Ry

b) fo:x—e'In(2x+3)
¢) f3:x—lIn(e*—1)

d) f4:x— In(In(x))
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Exercice 3 - A valeurs dans.... Déterminer, pour chaque fonction ci-dessous, un intervalle dans lequel la
fonction prend ses valeurs.

a) x—x*+1
On peut commencer par remarquer que
VxeR, >0

et donc que
VxeR, X*+1>1
c’est-a-dire
Vx €R, X241 €[l 4o

Ainsi, la fonction x —+ x> + 1 est | & valeurs dans [1,-+oo[. ‘

b) x—exp(x—1)
Par propriété de la fonction exponentielle
Vx € R, exp(x—1)>0

c’est-a-dire
Vx €R, exp(x— 1) €]0,4o0]

Ainsi, la fonction x — exp(x — 1) est ’ a valeurs dans ]0, 4-oo[. ‘

¢) x> 2sin(x)
On peut commencer par remarquer que
Vx €R, —1 <sin(x) < 1
et donc, en multipliant par 2 > 0,
Vx eR, —2 < 2sin(x) <2

c’est-a-dire
Vx eR, 2sin(x) € [-2,2]

Ainsi, la fonction x — 2sin(x) est’ a valeurs dans [—2,2]. ‘




Exercice 4 - Composition de fonctions. Déterminer, lorsque cela est possible, fo g et go f (on donnera,
quand c’est possible, I’ensemble de définition et I’expression de la composée).

, f R = R g : R - R
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, f+ R = R g @ [0+ — R
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3 f ]0,4[ — R g R - R
x — In(x) x o= X1
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Exercice 5 - Représentation graphique. Pour la fonction suivante, a partir du graphe, donner : le
domaine de définition, la parité, la monotonie, les éventuels minorants, majorants et extrema.

- y=g(x)
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Exercice 6 - Preuve de cours. Soit & le domaine de définition de la fonction tangente. On rappelle que

sin(x)

Vx e D, tan(x) = cos(x)

Démontrer que
1

cos2(x)

Vxe 2,  tan’(x) = 1+tan’(x) =

En utilisant la formule de dérivation d’un quotient, on obtient,

B cos(x) x cos(x) — sin(x) x (—sin(x)) B cos?(x) 4 sin®(x)

Vx € 9, tan’
x€ 7, an'(x) cos2(x) cos2(x)

D’une part, si on utilise la formule fondamentale de trigonométrie (pour tout x € R, cos?(x) +
sin’(x) = 1), on obtient directement que

_cos?(x)+sin®(x) 1

q ! _
Vx e D, tan’(x) cos(x) o (x)

D’autre part, si on reprend la premiere formule et qu’au lieu d’utiliser la formule fondamentale,
on «sépare la fraction en deux», on obtient,

p ;o cos?(x)+sin’(x)  cos*(x) sin®(x) sin(x)
we,  tanlx)= cos?(x) ~ cos?(x) - cos?(x) I <



Exercice 7 - Calcul de dérivées. Pour chaque fonction suivante, donner le domaine de définition, calculer
sa dérivée et donner le domaine de définition de sa dérivée.

Ensen}ble de Fonction Ertsemble df: Dérivée
déf. dérivabilité
R x> 13x% +3x—49 R X+ 26x+3
R* X 3—lx R* X — %
R\{f% x»—>4x3+2 R\{f% .\’Hfﬁ SOt x > — 75
(1. +oo] VATl |1, 4o -
R x 5 cos(x) sin(x) R x — —sin?(x) + cos?(x)
R\{%} X'—>;f;+_83 R\{%} \Hf% S"ity\"H*%
R* xiz R* X > 7\;
] —1,4o0] x+ 1+In(1+x) ] —1,400] R E:
R\{~1,1) x s BE R\{~1,1} e




Exercice 8 - Dérivation composée abstraite. Soit f une fonction dérivable sur R, telle que

1
(H) VWweRL,  fy)=yxf (;)

1. En dérivant cette expression, montrer que

wes s ()

2. En utilisant de maniere judicieuse I’hypothese (H), en déduire que

weRl  w=r(1) -0

X

Soit f est une solution de (H). Soit x > 0. On sait que alors que

F() = xf <]>

En dérivant cette expression, on en déduit que

=1 (i) i (—32 )f/ <l) =7 <l) - (l)

Or, en utilisant (H) avec X = % >0, on a,

Ainsi,




Exercice 9 - Parité/imparité. Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. On définit les trois fonctions suivantes, fi, f> et f3

2

flzx»—>x4x—+1; fo x> sin(2x)cos(x); fz:ix— x— 1

x2+1
Montrer que f] est paire, f, est impaire (sur leurs ensembles de définition respectifs) et f3 est ni paire,
ni impaire sur R.

2. Déterminer la parité des fonctions suivantes (en précisant au préalable leur ensemble de définition).

1
firxmet—e™ fsix—2In(x); foixe x4 —
x

3. Que dire (en terme de parité) de la somme de deux fonctions paires ? De la somme de deux fonctions
impaires ? De la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire ?
4. Démontrer qu’une fonction polynomiale de degré 2 admettant deux racines qui sont opposées est

paire.
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Exercice 10 - Vrai/Faux sur la parité. Indiquer si les affirmations qui suivent sont vraies ou fausses.
Lorsque les affirmations sont fausses, donner un contre-exemple. Dans toutes les questions, f est une
fonction définie sur R.

1. Si f(1) = f(—1) alors f est paire.

Considérons par exemple la fonction f : x — x> —2x? — x4+ 2. Alors, on remarque
que

f(1) = f(=1) =0

Pourtant, la fonction f n’est pas paire, par exemple car

f(2)=0  tandisque  f(-2)=—12+# f(2).

2. Si f est impaire alors f(2) = —f(—2).
Si f est impaire, alors
VxeR,  f(—x)=—f(x)
En particulier, en prenant x = 2 dans I’égalité précédente, on obtient,
f(=2)=-f(2)

c’est-a-dire

3. Si f est paire alors il existe x € R tel que f(xp) = f(—x0).
Si f est paire, alors
VxeR,  f(=x)=f(x)

L’égalité est vraie pour tout point x € R, en particulier, elle est vraie pour un seul point. Par
exemple, en prenant x = 1 dans 1’égalité précédente, on sait que

f(=1)=r(1)

Ainsi, il existe bien un xp = 1 € R (par exemple) tel que f(xo) = f(—xo).
4. S’il existe x; € Rtel que f(—x1) = —f(x1) avec f(x;) # 0 alors f n’est pas paire.
Soit f une fonction telle qu’il existe x; € R tel que f(—x;) = —f(x1) avec f(x]) #

0. Montrons que f n’est pas paire. Supposons par I’absurde que f est paire. Alors,

VxeR,  fl=x)=fx)

En particulier, on obtient que

f(=x1) = f(x1)
Or,
f(=x1) = —f(x1)
Ainsi,
f(=x1) = flx1) = —f(x)
Ainsi,

2f(x1)=0 donc fx1)=0

Ceci est absurde. Donc f n’est pas paire.

10



Exercice 11 - Oral CCINP PC 2014. Soient a > 0 et f une fonction paire, dérivable sur R telle que

VeER, fx) = fleta)

1. Montrer que f’ est impaire.
2. Montrer que f” est définie et paire.
3. Prouver que

VxeR,  fla+x)+fla—x)=0
4. Montrer que f” + f = 0.
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Exercice 12 - Soient f et g deux fonctions de R dans R.
1. Montrer que si f est paire, alors go f est paire.

Tout d’abord, le domaine de définition de go f est R, qui est symétrique par rapport a
I’origine. Soit x € R. On a,

(g0 f)(—x) =g(f(—x)) (définition de la composée)
=g(f(x)) (car f est paire)
= (g0f)(x)

D’ou go f est paire.
2. Montrer que si f est impaire et g est impaire, alors g o f est impaire.

Tout d’abord, le domaine de définition de go f est R, qui est symétrique par rapport a
I’origine. Soit x € R. On a,

(gof)(—x)=g(f(—x)) (définition de la composée)
g(—fx)) (car f est impaire)
=—g(f(x)) (car g est impaire)
=—(gof)(x)

D’ou go f est impaire.
3. Si f est impaire et g est paire, quelle est la parité de go f ?

Tout d’abord, le domaine de définition de go f est R, qui est symétrique par rapport a
I’origine. Soit x € R. On a,

(gof)(—x) =g(f(—x)) (définition de la composée)
=g(—f(x)) (car f est impaire)
=g(f(x)) (car g est paire)
= (gof)(x)

D’ou go f est paire.
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Exercice 13 - Périodicité. Montrer que la fonction suivante est 47-périodique
f : R — R
x +— sin(2x) —2cos (3)
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"
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o LT- ‘])U\k@d).ﬂw
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Exercice 14 - Oral CCINP TSI 2021. Soit f la fonction 27-périodique définie sur [— 7, 7] par,

Vx € [-m, ], flx)=x

Tracer la courbe représentative de f sur I'intervalle [—27,37].
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Exercice 15 - Autour de la fonction inverse. Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Quel est I’ensemble des solutions de 1’inéquation % < 4 ? On commencera par représenter la fonction
inverse pour résoudre graphiquement cette inéquation.
2. Montrer que pour tout x € R, on a x2+r1 <1
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Exercice 16 - Monotonie et inégalités. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Montrer que pour tout x € [1,3[, on a

2. Montrer que pour tout x € [—3,2], on a

3. Montrer que pour tout u € [1,4], on a

2 2
2<-5< -5
x2 9
L 3 3
6 (x—1)2+2 " 2°
1 1

cS—F—— <1
5 Vutu—1

4. Soit (a,b) € R* tel que 2 < a < 3et 1 <b < 2. Montrer que I’on a
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Exercice 17 - Etude compléte d’une fonction. On considere la fonction

f: R — R
X — X —3x+1

1. Dresser le tableau de variations de f. On admet que

dim f)=—e et lim f(x) = oo

2. Tracer I’allure la courbe représentative de la fonction f.

3. La fonction f admet-elle un maximum ? un minimum ? Si oui, préciser sa valeur et le ou les valeurs
en le(s)quel(s) il est atteint.

4. La fonction f est-elle paire ? impaire ? Justifier.

4. %o fomcion g ok douvolRe e R ( fomndiem [n%ammxoﬂa.)
o s dduvay ob dewndy jon

Vae R, §00=po-3 ) :
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00 -1 1 + o
£ + '

° - o 4
3 /3 \-l/«:o

A-00
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Exercice 18 - Ecrit ECRICOME ECE 2023. On considere la fonction f définie sur |0, +-oo| par

Nl

Vx E]Oa +°°[7 f(x> = 7}

1. Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et que, pour tout réel x de |0, +-oof :

x—1

1) =2,

La fonction f est dérivable sur ]0, +eo[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur
10, o[ (qui sont x > exp(5) et x — 1/x) dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, 4-oo].
Sa dérivée est donnée par,

3exp(5)vx —exp(3) 7

Vx €]0, +oo], )= \[)2

exp(3) <

Ainsi, on a bien démontré que

Vx €]0, oo, f(x) =51 x f(x)

2. Dresser le tableau de variations de f. On admet que

li_%f(x) =4o et lim f(x) = +oo

X—roo
3. Tracer I’allure de la courbe représentative de f.

A partir du signe de la dérivée (déterminé grice a la question précédente), on peut en
déduire le tableau de variations de la fonction f de la maniere suivante, puis tracer I’allure
de la courbe.

X O 1 ~+o0
x—1 — 0 +
2x O +
f(x) +
7' - -
oo +oo
f \ 1 /
exp(i)

4. La fonction admet-elle un minimum ? un maximum ?

La fonction admet un | minimum qui vaut exp(%) et qui est atteinten 1 | Par contre, la

fonction n’admet | pas de maximum ‘car IIT f(x) = oo
X—r—too
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Exercice 19 - Oral CCINP TSI 2023. Soit n € N*. On pose,

Vx €R, fn(x)znx+1+ex

1. Justifier que f, est dérivable deux fois sur R et calculer f7/.
2. Montrer que f;/(x) > 0 si et seulement si x > 0.
3. En déduire les variations de f;,.

ok me vt

A. VYoo fondiom % mu  oh dduvoBle suc R deww feis (em tamb que X,dc Inbammmnh)
o fonclion fu—a/%.,., 2 doivoBl daus fou R 2 baak c‘m. q}whvmk de demw gd-l
diivaBle demk & démomimatouwn me s‘onmule pas (VieR, Aw*r4).
Pan c]»ﬁh.;v\k,} Lo ‘x'om.dl}ew x"\' ok dduivoRe deuw %ﬁs w R ek

VxR, O (x)=m ’<4-°F%°>”

d- X Q|2 X X 'l..)
VaeR, Bl () o - L€t -ede (4+€
* )g (%1 (41‘31]“

- e™ (4+e*) [4+e°‘-z,e%]

A+er)t

@ [4-e*]

g+e)?
v Om .
8 Y *:*tmqw_e%_ %0
* T (4+eM)?

Admsi, pon SBub A€ R,
m (@) %0 & -[4-e*)20
= A-e* <o
=) ./‘ S 3%
K" wn wb ma  ridemenk owmsamk

= 0

= 10 s Lo+l
S - 00 Q + o0
)| - 0o+
o \ /
>m-‘§ %0
- 00 + 00




Exercice 20 - Ecrit EMLYON Maths E 2024. Soit k € N*. On considere la fonction f; définie sur R par
pour tout x € R, filx) = (x+1)e*

On note %} la courbe de f; dans le plan muni d’un repere orthonormé.
1. Dresser le tableau de variations de f; en y faisant figurer les valeurs prises par f; en —1 et 0. On
admettra que

Jim fi (x)=0 et xgr}rlw Si(x) = oo

Soit k € N*. La fonction f} est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables
sur R et sa dérivée est donnée par

VxeR,  filx) =€+ (x4 1)ke® = (kx +k+1)e™

Ainsi, on en déduit le tableau de variations suivant.

x —oo -1—1 ~1 0 oo
kx+k+ 1 - 0
ek + b
£1(x) - 0 + + +
f 0\ e -
0

2. Etudier la position relative des courbes € et €}.,1. Vous préciserez leurs points d’intersection.

Soit k € N*. Etudier la position relative des courbes %} et ;.| revient a étudier le sgine de
la fonction fi — fi11, donnée par,

VXER,  filx) = fir1 (1) = (v 1) — (x4 1)l = e (e 1)(1 - )

Ainsi, le tableau de signe de f; — fx41 est donné par, -~

X —oo —1 0 -0
x+1 — 0 +
e’ —1 + 0
Je(x) = fierr (x) - 0 + 0 -
Positions relatives X s . < c &
de %, et Gy @ en-dessous de 6.1 @ audessusde 6.1 ) en-dessous de G

On en déduit que la courbe

% est en-dessous de la courbe % ‘sur les intervalles | | — oo, —1]

et | [0,+eo[ [; que la courbe

%% est au dessus de la courbe % | ‘ sur I'intervalle | [—1,0] |;

et que les deux courbes s’intersectent aux points| (—1,0) et (0,1) |

3. Dessiner sur un méme graphique I’allure de 6} et 6y -

Crr1
((6}(
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