(5. Sommes, Produits & Coefficients binomiaux

1 Sommes

1.1 Le symbole )
On souhaite avoir une écriture simplifiée et compacte d’opérations comme la somme des 50 premiers

entiers naturels :
1+2+3+4+---+50,

ou comme le calcul du cumul des n + 1 premiers termes d’une suite (u,),qex :

Ug+uy+uy+ - +u,.

Définition 1.1 Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que p < ¢ (p est I’indice de départ de la somme, ¢

I'indice de fin). Soient u,,, 1, .. .,u, des nombres réels. La somme de tous les termes u,, up11,...,Uy S€
note :
q
Zuk Suptiupitoeetuy,.
k=p

Cette notation se lit «la somme des uy pour k variant de p a g». Par convention, si p > ¢ (somme vide), on

considere que la somme est nulle.

Lindice de sommation est une lettre muette :
q q q
Zuk = Zu,, = Z ug =up+ipr)+ooe iy
k=p n=p O=p

Ainsi, le résultat final de la somme ne doit jamais dépendre de ’indice de sommation. Par exemple,

I’égalité suivante n’a aucun sens.

Exemple 1.2 — Du symbole } a I'expression développée.

Z.. 2 . er .
Y Terme général | Indice 1™ terme | Indice der. terme Somme avec les -+

=
g
b
o

LMo
-
£
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On peut aussi rencontrer la notation

)
i€l
Cela désigne la sommes des éléments u;, pour lesquels I’indice i appartient a /. Par exemple,

Vi= VI+V4+V/9=142+3=6

ic{1,4,9}

Exemple 1.3 — De I'expression développée au symbole ). Soit n € N,n = 3. Ecrire les sommes
suivantes 2 I’aide du symbole ) .

PP +2% 4+ 4147 4157 =

3+4+45+-+n =

1,1 1 _
1+2+3+ + =

2042 427 4210 =

1+exp(1)+exp(2)+---+exp(n+1)

244+64+--+2n =

1.2 Les sommes de référence

q
Proposition 1.4 Dans la somme ) u,ilyag—p+ 1 termes.
k=p

Proposition 1.5 — Somme d’une constante. Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que p < g eta € R.
Ona

q
Za = a X (Nombre de termes) =a X (¢ —p+1).
k=p

Exemple 1.6 — Somme d’une constante.

4
Y 2
k=1

N
3

> (1)

i=0

n

>0

j=1
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Proposition 1.7 — Sommes des entiers et des entiers au carré. Soitn € N*. Ona

n

n 4 (n+1) - (n+1)(2n+1)
I;)k=];k=nn2 ot Zk2zzk2=%

k=0 k=1

P¥- Vérification. On peut au moins vérifier que ces formules ont un sens pour n = 1 (voir pour n = 2).
Par exemple, pour n = 1, on obtient

1
1(1+1
Y k=1 et a+_, v
2
k=1
De méme, pour n = 2, on obtient,
2
2(2+1
Y k=1+42=3 et (2 )3 v
k=1

Exemple 1.8 Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes.

6
Yk
k=1

n+l1

Y k
k=0

Exemple 1.9 Soit n € N,n = 2. Calculer la somme suivante.

3k

k=2
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Proposition 1.10 — Sommes géométriques. Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que p < ¢.
* Pour tout x un nombre réel ou complexe avec x # 1, on a

q ‘ 1— g—p+1
Y A= x
k=p

X
1-—x

e Pourx=1,0na
q

q
Zxk=ZI=(q—p+l).

k=p k=p

Démonstration. Soit x € R, x # 1. On a, en remarquant un télescopage,

q

—x) )y A = (1=x) +x" 2
1 k 1 P p+1 q—1 q
k=p
= 2 T T T T
_ ~)l_p _X4/+I
_ )CI)( 1 _x(/+1—[7)
D’ou le résultat en divisant par 1 —x des deux cOtés. |

Exemple 1.11 Soit n € N. Calculer les sommes géométriques suivantes.

10
s =
k=0

20

k=10

~

M=
ESE
1]

>~
Il
—

n 2i
Six+letx+—1, x
i=0

l
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Proposition 1.12 — Factorisation de 4" - »". Pour tout n € N* et pour tous nombres réels ou complexes
aetb,ona,

d' -b"=(a- b)(an_1 +d 2 +d" T e d D T ra" p! )
n—1
_ (a —b) Zan—l—kbk
k=0

(Dans la somme, les puissances de a diminuent quand celle de » augmentent, et la somme des puissances

truc _machin g
a vaut toujours n— 1.)

, . . * .
Démonstration. Soientn € N” et a,b deux nombres réels ou complexes. On a,

1

(a=b)(d"™" + A Ch+d" T e+ DT v ab" ! )
=d" +M+M+~~+W+W+M
- (M+M+ +M+W+M+b”)
=d"-b"
en remarquant les termes qui se télescopent. [ |

Exemple 1.13 Soient a,b,x trois nombres réels. Soit z un nombre complexe. Compléter les cases man-
quantes.

Valeur de n | Expression développée Expression développée

(a—b)(a3 +a2b+ab2+b3)

3.
Z +1
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1.3

Techniques de calculs

1.3.0) Se ramener aux sommes de référence
Pour calculer des sommes, on peut se ramener aux sommes de référence en utilisant la linéarité de la
somme, et en faisant attention aux indices.

Proposition 1.14 — Linéarité de la somme. Soient p et g deux entiers naturels tels que p < g. Soient
Up, ... Ug €LV, ..., v, des nombres réels. On a
q q q
Z(uk+vk) = Z Ui+ Z Vi
k=p k=p k=p
De plus, pour tout A € R, on a
q q
D (Aw)=2-) u
k=p k=p

Attention, la somme ne comporte mal avec la multiplication/division et les puissances. Par exemple, si

peN*,
n P n
(Zuk) S

k=0 k=0

Par exemple, on sait que (u; + u2)2 # u% + u%

n
Exemple 1.15 Soitn € N*. Calculons S, = Y (6k” +4k+1).
k=1
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Si on reconnait une somme de référence mais que 1’indice ne commence par a 0 ou 1, on ajoute les
termes qui manquent pour commencer a I’indice O puis on les retranche (pour conserver 1’égalité).

n
Exemple 1.16 Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Calculons S, = ) (20—1).
(=3

1.3.b) Sommes télescopiques
Les sommes de la forme

n
> (e —uier)
k=0

sont appelées des sommes télescopiques. 11 est facile de les calculer car les termes s’éliminent de proche en
proche et il ne reste alors que le premier et le dernier terme.

n

> (=) =

k=0

Proposition 1.17 — Sommes télescopiques. Soient p et g deux entiers naturels tels que p < ¢. Soient
Up,...,u,41 des nombres réels. On a :

q g
Z(uk_ukﬂ) =Up— Uyt ou encore Z(ukﬂ —uy) = Upr1 —Up
k=p k=p
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Exemple 1.18 Calculer les sommes suivantes.

i(iz—(i+1)2) et i(\/kﬂ—&)

i=0 k=2

1.3.c) Changement d’indices
Il existe plusieurs fagons d’écrire une méme somme, par exemple

n+1

~ 1 1 1 1
;—=1+§+"'+m=;—

Un changement d’indice est une réécriture de la somme avec un nouvel indice.

k=0 k=1|k=2] | k=n
1 1 1
|1 2 3 ey
i=1|i=2]i=3 | |i=n+1
1 1 1 1
7 1 2 3 e

Dans les deux cas, on conserve exactement les mémes termes dans la somme, on leur donne juste «un
nouveau nom». Cela permet notamment de se ramener a des sommes connues. De maniére plus rigoureuse,

on a effectué le changement d’indice « ».

Proposition 1.19 — Changement d’indice. Soient p et n deux entiers naturels. Soient uy, ..., u, des

nombres réels. On a :
n

n+p
) =)
k=0 i=p
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Exemple 1.20 Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes grice 2 un changement d’indice.

n n n 1
;(k— ), ;<k+ 2)’, > S

k=0

1.3.d) Regroupement de termes
On peut parfois décomposer la somme de départ en plusieurs sommes plus simples a calculer.

2n
Exemple 1.21 Soitn € N. Calculons U, = ) (-1 Y.
k=1
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2 Produits

On souhaite de méme que pour les sommes, avoir une écriture simplifiée et compacte pour la multiplica-
tion de nombreux termes.

2.1 Lesymbole []
Définition 2.1 Soient p et g deux entiers naturels tels que p < ¢ (p est I'indice de départ du produit, ¢
I'indice de fin). Soient u,,u,1,...,u, des nombres réels. Le produit de tous les termes up,upy1, ... ,Uy

se note :
q

l_[uk = U, Xipr) X0 Xy,

k=p
Cette notation se lit «le produit des u;, pour k variant de p a ¢». Par convention, si p > g (produit vide), on
considere que le produit vaut 1.

Lindice du produit, est une lettre muette :

q
[T =T T = tp Xitp -1t

q
k=p n=p

Exemple 2.2 — Du symbole [] a I'expression développée.

I1 Terme général | Indice 1% terme | Indice der. terme Produit avec les ---

=

=
1l
—_

—]»
(S
)

o~
Il
w

.

5
[1bi0-«
k=2

Exemple 2.3 — De I'expression développée au symbole []. On a

(13 ) (1 5] (14 5) o (145)

¥ x6°x7P x 8 =

Proposition 2.4 — Produit d’une constante. Soient p et g deux entiers naturels tels que p < g eta € R.
Ona

q
nbre de termes q—p+1
a=da =da
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Exemple 2.5 Soient n € N* et x € R. Calculer les produits suivants.

k=1

n
1=

k=1

n
x —1

k=3

2.2 Régles de manipulation

Proposition 2.6 Soient p et g deux entiers naturels tels que p < g. Soient up,,...,u, €t vp,...,v, des
nombres réels. On a
q q q
[ T =T Tox] T
k=p k=p k=p
De plus, pour tout A € R, on a
q q
[ 16w =27 ] Tu
k=p k=p

k
Exemple 2.7 Soit n € N. Calculer [T;_o %

2.3 Technique de caiculs

2.3.0d) Produits télescopiques

Les produits de la forme
n

l_[ Uk+1
Uy

k=0

sont appelées des produits télescopiques. 11 est facile de les calculer car les termes s’éliminent de proche en
proche et il ne reste alors que le premier et le dernier terme.

n
1_[ Ur+1
Uy -

k=0
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3.1

Proposition 2.8 — Produits télescopiques. Soient p et g deux entiers naturels tels que p < ¢. Soient
U,,...,u,41 des nombres réels. On a :

q q

U+l _ Ug+l Ui Up
—_— = ou encore _— =

U u U+l Ug+d
k=p v k=p 4

Exemple 2.9 On a

—
E
1l

=~
1
[\
=
+
—

—_

k+

vk

=

k=1

2.3.b) Changement d’indice
Comme pour les sommes, on peut effectuer des changements d’indice dans les produits.

Exemple 2.10 Effectuer dans les deux produits les changements d’indice respectivement données par
i=k—2etj=k+1

n

[l =

k=3

[38)

12
[TVk+1
k=0

Coefficients binomiaux et formule du bindbme

Factorielle
Définition 3.1 La factorielle d’un entier n € N * est Ientier

n
n! = l_[k: IX2X3X-Xn.
k=1
Par convention, 0! = 1.

Exemple 3.2 On a

0! 1! 2! 3! 4!

Proposition 3.3 Soitn € N*. Ona
(n+1)!=n'x(n+1).

11 faut faire trés attention aux parentheses avec les factorielles. En effet,
2(n!) =

alors que
(2n)! =
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Exemple 3.4 Ona
a) 5!=

b) L=

131-12! _
d) [P

Exemple 3.5 Exprimer les produits suivants a 1’aide de quantités factorielles.
n
a) [[k=
k=4

by [T(k+2) =
k=1

Exemple 3.6 Soitn € N*. On pose,
P,=2X4X6X---X2n

Exprimer P, d’une maniére plus compacte, au moyen de factorielles.
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3.2 Coefficients binomiaux

Proposition 3.7 Soient n,k € N. La quantité (Z) appelée coefficient binomial (qui se lit «k parmi n»),

est définie par
AN n!
k|~ ki(n—k)!

Par convention, cette quantité vaut 0 si k > n.

Pour calculer un coefficient binomial, on peut écrire en extension les factorielles, puis faire le plus de
simplifications possibles entre le numérateur et le dénominateur, et seulement enfin on effectue les
multiplications restantes.

Exemple 3.8 En utilisant cette formule, on obtient :

()=

Proposition 3.9 — Cas particuliers & connaitre. Soitn € N. On a

R I

a2 Le coefficient binomial (Z) peut étre vu comme le nombre de sous-groupes de k personnes que 1’on
peut faire parmi un groupe de n personnes.

. (Z) =1 car on ne peut faire qu’un seul sous-groupe de n personnes parmi un groupe de n personnes

. ('1' ) = n car on peut faire n sous-groupes de une personne parmi un groupe de n personnes

On a I’habitude de représenter les coefficients binomiaux dans un tableau, avec 1’entier n en ligne et
I’entier k en colonne. Ainsi, la valeur du coefficient binomial (Z) se trouve a I’intersection de la n-ieme
ligne et k-ieme colonne. Pour remplir les cases de ce tableau, on utilise la formule de Pascal qui permet de
déduire une ligne de la précédente.

Proposition 3.10 — Formule de Pascal. Pour tout n € N* et tout k € [1,7],

[F)-fets)+(2)

M. BOURNISSOU 14/19



Exemple 3.11 Sur le tableau, on peut lire les valeurs suivantes :

B b b

On remarque une symétrie dans le tableau, donnée par la formule suivante.

Proposition 3.12 — Symétrie. Pour toutn € N etk € [0,],

)

Exemple 3.13 Calculer (180).

3.3 Formule du bindbme de Newion

Proposition 3.14 — Formule du bindbme de Newton. Soient a,b € R (ou € C) et n € N. On a,
Z n
(a+b)" = Z (k)an_kbk.
k=0

Autrement dit,

(a+b)" = (g)an + (’f)a"_lbl + (;)an_zbz oot (nf l)albn_1 + (Z)b"

(Les coefficients binomiaux apparaissant dans la formule sont ceux correspondant a la ligne »n du tableau
du triangle de Pascal. De plus, les puissances de b augmentent quand celles de a diminuent, et la somme
des puissances vaut toujours 7.)

Exemple 3.15 Soient a,b € R. Soit z € C. Développer les expressions données.

Exemple | Coeff. Bin. associés Développement

(a+b)*

(a+b)’

(a-b)’

(a+b)*

(a=b)

(z+i)3
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Exemple 3.16 Soit x € R. Développer (2x + 1 )3.

Exemple 3.17 Soit x € R. Développer (x — 3)°.

Exercice 3.18 — Autour de la loi binomiale. Soient n € N* et p € [0,1]. On pose,

n e
VkE{O,...,I’l}, pk=<k)pk(1_p) ‘

Montrer que

4 Sommes doubles

4.1 Sommes “rectangulaires”

On veut calculer la somme de tous les nombres g; ; présents dans le tableau suivant :

j=1]j=2| j=3
i=1 ain

aipn ars
an a3

i=2 (12,1

Il s’agit en fait de calculer une somme de somme, que 1’on appelle somme double. Cette somme est notée

S = Z a; ;.

1<i<2
15j<3
On peut sommer de deux manieres différentes.
* On somme les éléments par ligne : 2 2 [ 3
S=(aj1+ajp+a3)+(a+ar+ars) = Z(ai,l +aip+a;3) = Z Zai,j
i=1 i=1\j=1
* On somme les éléments par colonne :

3

3 /2
§= (611,1 +az,1) + (611,2 +a272) + (01,3 +a2,3) = Z(“l,j+a2,j) = Z(Zai,j)

J=1

M. BOURNISSOU
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. . 4 ;
Proposition 4.1 Soient (11, p,7,q) € N et (a; ;) u<i<n,p<j<q des nombres réels. On a

n q q n

> as=y [ Yay)=Y (S

m<i<n i=m\ j=p j=p \i=m
p<jsq
Exemple 4.2 Calculer
1
S= Y — et S= ) i
— 1+ ] -

1<i<3 1<i,j<n
15j<2

M. BOURNISSOU
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4.2 Sommes “triangulaires”

On peut aussi vouloir calculer la somme de tous les nombres a; ; présents dans le tableau suivant, dont

toutes les cases ne sont pas remplies :

j=11j=2]j=3
i=1] a | ap | a3
i=2 612)2 (12’3
i=3 ass

Il s’agit en fait de calculer la somme suivante

On peut sommer de deux manieres différentes.

* On somme les éléments par ligne :

3 (3
S=(ang+ap+ais) +(amp+as)+(aa) =y | Y ai;

* On somme les éléments par colonne :

3 J
S=(a1)+(aip+axy) +(a1z+aysz+azz) = Z (Zai,j

Proposition 4.3 Soient n € N* et (a,"j)ls,»sjs,, des nombres réels. Alors,

) = i(i“w‘) = i :_‘”J

1sisjsn j=1\i=1 i=1\ j

Exemple 4.4 Calculons

M. BOURNISSOU
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4.3 Produit de deux sommes finies
Le calcul de deux sommes finies peut se ramener au calcul d’une somme double de la maniere suivante :

(2@) X ij =(aj+---+ay)(by+--+by,)

i=1 j=1
=ab; +a1by+ -+ +a,b,_1 +a,b,

= Z a;Xb;

1<ism
I<j<n

En «lisant cette égalité a 1’envers», on voit aussi qu'une somme double d’un produit peut se ramener au
calcul d’un produit de deux sommes simples.

Exemple 4.5 Soit n € N*. Calculer
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