TD 05 — Sommes, Prod., Coeff. Binomiaux (Correction)

1 Sommes

Exercice 1 - Soientn € N* et x € R. Ecrire les sommes suivantes a 1’aide des - - - (on ne demande pas de
calculer ces sommes).

20 N
) | LB =13423 1. 4193 420°
k=1

b) é,zexp(ﬁ—i— 1) = exp(3) +exp(4) +---+exp(8) +exp(9)

0 é(fl)":71+1+---+(71)”*‘+(71)”

d) n{‘,lln(j— 1)=In(1)+In(2)+---+In(n—1) +1In(n)
=2




Exercice 2 - Ecrire les sommes suivantes a 1’aide du symbole Y.

n+1
D) 14264304404t (n+1)° = ) k°
k=1

25
2) 244+64+8+---450= ) 2%
k=1

100
3) 1—a+d®—a>+--+a'"" =y (~1)d
k=0




Exercice 3 - Somme d’une constante. Soient n, p,q € N* avec p < g et x € R. Calculer les sommes
suivantes.

10
1) ¥ 3]=3x(10-141)=3x10[=30]
k=1

n+10
)| ¥ 1|=1x(n+10—n+1)[=11
Jj=n

H LD |=(Dxlg-ptD[=p—q1]

k=p

H Y 1|=1x@m-1+1)[=n]

5L 5/=5x(21-0+1)=5x22[=110]

6)| Lxl=xx(n—14+1)[=nx|




Exercice 4 - Somme des entiers et des entiers au carré. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes.

DYk =87 —3x7[=21]
k=1

2
n- 2002 >
2 _ n*x(n"+1)x(2n"+1)
6) AZ k=
—1




Exercice 5 - Somme des entiers et des entiers au carré mais il manque des termes
N*,n > 5. Soient p,q € N* avec p < g. Calculer les sommes suivantes.

a) On a, en rajoutant/retranchant les termes qui manquant

12
Y k
k=3

=344+ 412

— 1424344+ +12—-1-2

12
=Y k—1-2
k=1
12 x 12
_ ><1%73
2
=6x13-3
=175

b) On a, en rajoutant/retranchant les termes qui manquant

Y K| =5+4+6+---4n
k=5

=14+243+4+54+6+ - +n*—(1+2+3+4)

n 4
~peoye
k=1 k=1

_ n(nt)(2ntl) 30

6

¢) De méme,

200

=100

Y j|=100+101+---+200

—14---4+994 1004101 +--- 4200 — (1 +---499)

200

— Zj_
J=1 J

99
J
1

~ 200 x 201 99 x 100

2

2

= 15150

d) De méme,

Lki=p+tp+l+--+gq

=14 tp—ltptptrlttg—(1+-+p-1)

.. Soit n €



Exercice 6 - Somme des entiers et des entiers au carré, enfin presque !. Soit n € N*. Calculer les
sommes suivantes en utilisant la linéarité de la somme.

n

o o n(n+1)
| X (5%) | =5 L k|=5x "5

2)| L (k=10)|= ¥ k— ¥ 10|="" _10(n 1)
k=0 k=0 k=0
n+1 n+1 n+1 <”v1>(”+,,)

DY 2k+1)|=2Y k+ ¥ 1|=2x U0t 4o
k=0 k=0 k=0 =

n n n n
0 £t Eern=t (Lo £1) =452 )

1 k=1 -




Exercice 7 - Sommes géométriques. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes.

£ |-

k=0 -

n .

D e R Ul

n+1 k 2 ],(l)”'l 241
1 _ (1 2 _ 1 1\n
(3= (1) < E5 =L (1= ()|

k=2 2

n n

Y=Y 1=1x(n—-0+1)|=n+1

k=0 k=0




Exercice 8 - Sommes géométriques un peu cachée.... Soit n € N*. En utilisant les régles sur les
puissances, calculer les sommes suivantes.

a) Ona,
-50)
=5 i=o\3
N 1_(%)n+l
1—-1/3
n+1
=3 (1-@")
b) Ona
EZA 10 <2>k
/<*13]\ k=1 3
10—1+1
2 1-(3
BN
3 1—35
=2x (1-(3)")
¢) Ona,
n+1 n+1
Y 263 | = ) 2k 03
k=2 k=2
n+1
:2322](
k=2
17211)1 2+1
—8x22x ————
X 27 X )
=32x(2"-1)
d) Ona,

— Y 4k
k=1
174}171+l
=4 %
1—4
—i(1-4)




Exercice 9 - Sommes de références. En se ramenant aux sommes de référence du cours, calculer les
sommes suivantes.

a) On peut remarquer que

50
244+6+---+100|= Y (2k)
k=1

50
=2Yk
k=1
50 x 51
X
2

b) On peut commencer par remarquer que
l—x+x> x> (=1)"" = Z(—x)k

Ainsi,

e Six= —1, onreconnait la somme d’une constante,

=3 ¢ Y=o =]

e Six # —1, on reconnait une somme géométrique et alors,

3. nn

’ l—x+x>—x

’1—x+x2—x3- 1) =

i —(=0)" [ (e

(7)() - I4x

¢) Ona,

[14+3+5-- +99\— Y (2k+1)
k=0

49
:22k+21
k=0 k=0

49 x 50
+

=2x

1x(49-0+1)

=50 x (49+1)
=50 x 50

d) On a,

2n+2
2x 5242 x5 + +2><52”+2‘*22><5k

2n+2
=2Y 5
k=2
1 5211+l
=2x5?
1-5

_ 22j(5211+l o 1)




Exercice 10 - Somme télescopique.
1. Montrer que, pour tout x € R\{0,—1},ona

1 1 1

x(x+1)  x x+1

Soit x € R\{0,—1}. En mettant au méme dénominateur,

. ] x+1 X [
X x+1 x x+1 x+1

2. Soit n € N*. En déduire la valeur de la somme suivante

i 1
= k(k+1)
Soit n € N*.
n i n 1 1
kgl k(k+1) 71\':1 <k o k- l)
1 1 . p
= —— en reconnaissant un télescopage
1 n-+1
. 1
=l-uq

10



Exercice 11 - Sommes télescopiques. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes

é k i 1
(i) RN

Indication : faire apparaitre un télescopage (pour la premiére somme, en utilisant les propriétés algébriques
du logarithme, pour la deuxieme somme, en multipliant par la quantité conjuguée.)

Soit n € N*. On a,

N

Zln ) —In(k+1)

=In(1)—In(n+1)
—In(n+1)

Soit n € N*. On a,

£ :i Vi—i+1
o VitVitL | & (\ﬂ+ Vit D)(Vi—Vi+1)
Vie Vit

0 (i—( I+l

M

i

=Y (Vi Vi)

i=0
=Y Vi+1-Vi
i=0
=vVn+1-0
=vn+1



Exercice 12 - Changements d’indices. A l’aide d’un changement d’indice, ré-écrire autrement les
sommes suivantes (compléter les trous)

a) Ona,
n 3 4 n+1 n+1
5 T =y L
i= K 2 N 3 A n i=3 !
b) On a,
i 2i| =90 4 5l " "i'zk 1
=2"+2+---4+2" | = a
i=0 k=1
¢) Ona,

Y(i-2)|=0+1+24++n-2|=Y k

12



2 Produits

Exercice 13 - Calculer les produits suivants. On pourra écrire les produits en extension pour comprendre
ce qu’il se passe.

a) [ [[2=2x--x2= 2n—0+1 (produit d’une constante)

k=0

4
b) | [ h=xxxxxxx (produit d’une constante)
k=

n—1
n—1 , k (n—1)n
¢) | [T20|=2"x22x ... x 21 =424 dn=1 — 4= 7

d) | [T(=1)'=(-1)"

k=0

56
f) % :%X%X"'X%X% :% (partéleSCOpagé)

k=13 ) : :

“ 1_1 :nﬂzlxzx...xﬁxﬂ :l(artélescoae)
| I (1—3)|=I1% =4x3 pt T | TP e

n
h) kI;Io % = % X % X+ X % X (par télescopage)

13



3 Coefficients binomiaux et formule du binome

Exercice 14 — Calculer les coefficients binomiaux ci-dessous.

a) ((7)) = 1 | (valeur particuliére)

b) (:) = 1| (valeur particuliere)

c) (215) = 25 | (valeur particuliere)

25\ | 251 [xFxx23x24x25 _ 25%24 _ —
d) (2) To2n3t I><2></><¢x-~-></2/§ o 2 725X12

e) (%2) = (252;523) = (225) (en utilisant les propriétés de symétrie et la question d))

10 7&77x$><9><107 _
| (6)|= o = IxFx3xd *7><3><10

14



Exercice 15— Soit n > 3. Calculer les trois quantités suivantes en fonction de n.

a) () = 1!(:11)! — X;z;xxﬁ” (c’est aussi une valeur particuliere)
b) (n) _ n! _ /><¢X~- X (n—2Tx (n—1)xn _ (n—1)(n—2)
2 2l(n-2)! 2!><f><¢><---><,()1—4‘)’ 2
.. A n n—2)(n—1)n
¢) En faisant de méme, (g) = %

15



Exercice 16 — Ecrire les nombres suivants en utilisant des factorielles :

a) [5x6x7x8x9|= 1X2AxAx5x0x7x8x9 | _ 3L
I1x2x-x(n—=3)x(n—2 -1 n!
b) [nln—1)(n—2) |= P =

c) ’ 2Xx4x6x---x(2n) =2"n! ‘ (cf exemple de cours)

d) ’ I x3x5x--x(2n+1) ‘: 1X2X3§ii;'_fizz(2”+l> = (2;:;1)! en utilisant la réponse c)

16



Exercice 17 — Trouver un moyen efficace pour calculer les nombres suivants.

a) On a, en utilisant la formule de Pascal,

O+6]-(3)

b) On a, en utilisant plusieurs fois la formule de Pascal,

(5)+2(3) + (5) = (13()) + <T> + (140) + (150>
- (‘41> N (151>
()
=8x9x1l
=792

17



Exercice 18 — Simplifier au maximum les quantités suivantes.

a) n! _ fxixmxyf _ 1
(n+1)! /X/{X‘Nx,ﬁx(,wl) n+1
by [ - Lo et [ Gy
) (EE)]) _ (,:;;L]ln)! « l!(I;Tl)! _ (I’l+1) « % _ %
: m A
d) Ona,
n!
(;)l _ _ pln=p)!
" (n—1)!
G| ot
R
Tt (1!
~nl . (p—1)!
~ (n—1)! p!
1
=nx—
p
=5

18



Exercice 19 - Développement. Soient x,a,b € R. Développer les quantités suivantes.

Soient x,a.b € R. En appliquant la formule du bindme de Newton, on obtient,

a) ’ (a+b) = a®+6a°b+ 15a*b* 4 20a°b> + 15a*b* + 6ab’ + b°

b) | (2—x)° =32 80x + 80+ — 402 4 10x' — |

©) | (et 1) = 168 +3207 +242 4 81+ 1|

d) ’(x2+2)3=x°+6x4+12x2+8‘

19



Exercice 20 - Calcul de somme.
1. Soient x € Retn € N. A I’aide du bindme de Newton, calculer la somme suivante

n
y (n>xk.
i=o \K
Soient x € R et n € N. On a, en appliquant le bindme de Newton,

£ @|- ¥ ()t =ary
k=0

k=0

2. Soit n € N. A Iaide de la question précédente, calculer les sommes suivantes

n
a) | ) (’;) ok — 2+1)" (en utilisant la formule précédente avec x = 2)

n
b) | Y ()(=DF|=(-1+2)"=0" (en utilisant la formule précédente avec x = —1)

k
k=0

k=0

n n
o ¥ (’Z) =Y (’Z) K= (1+1) (en utilisant la formule précédente avec x = 1)
k=0

20



Exercice 21 - Ecrire les produits suivants grace  une/plusieurs factorielle(s).

n—1

a) | [1/2]|=1Px22x--x(n—1)?=[1x2x---x (n—1)]*|=[(n—1)1]?
j=1

]3

n
3143 3 3 13x23x33xa3xoxn® _ [Ixeexn]? | opd3
b) l\“f =4 XA XX = 13%23%33 = TIxax3p |~ 38

21



4 Sommes doubles

Exercice 22 - Sommes doubles. Calculer les sommes doubles suivantes :

a) S=Yi<i<a(i+])
I<j<p

On a,

I
T
N N N
M- T
-+
T
~
~

b) V=Y i<i<j<nlJ
On a,

J

n

Y 7

Jj=

_ n(n+1)(2n+1)
=%

22



¢) W=Yicic, ¥/ (pourunx € R,x # 1)
I<j<n

Soit x # 1. On a,
W= ¥ vx

I
TN
TP

><~\A
~—

X
U
™=
- .
~—

23



5 Approfondissement

Exercice 23 -
1. Déterminer les réels a, b, c tels que

1 a b c
Vk € N* N A
N Dk Tk Tkl kg2
Soit k € N*. On a,
a b c alk+1)(k+2) Dk(k+2) ck(k+1)

kT k2 Rk DG2) TRk Dk+2) T kk+ D) (k+2)
_ ak® + 3ak + 2a+ bk* 4 2bk + ck* + ck

Kk 1)(k+2)
_(a+b+o)k®+(Ba+2b+c)k+2a
n k(k+1)(k+2)
Ainsi,
VKeN', — 9L b € eN 1= (at bt o+ (Ba+2b+ k42
— — = (a C a & a
" k(k+1)(k+2) k k+1  k+2 ’
a+b+c=0
<~ (3a+2b+c=0
2a =1
b—&—c:—%
= {2b+c=-3
1
4=
b—&—c:—%
e b=-—1 Lr <+ Ly—1L,
1
a=3
1
C:i
— (b=-1
1
a=3
Ainsi,
* 1 1 1 1 1 1
Vk e N7, W — 2 X r "1 T2 X152

2. Soit n € N*. En déduire la valeur de la somme suivante,

d 1
k;l k(k+1)(k+2)
Pour calculer cette somme, on va faire apparaitre deux sommes télescopiques de la maniere
suivante :
1 1 1 1 1 1
Vk € N, S S
D kD) 2k k1 2 k2
1 1 1 1 1 1 1
= — X — — — + — R — — R —
2k 2 2)k+1 2 k+2
171 1 . 1 1 1
C2\k k+1) 2\k+2 k+1

24



Ainsi, on a, pour tout n € N*,

n

k=1

1
)y D) (k+2) |~

1
(n+1)(n+2) )

25



Exercice 24 - Oral MP 2018 Centrale.
1. Montrer que, pour tout n > 0,

n

I1 p! :ﬁp! car 0! =1
)

i
it

H K51 calcul du produit «a Iintérieur»

p
I1 k> definition p!
k=1

H k) interversion des deux produits
=k

=[] p"'=7| renomage de la variable muette

2. En déduire que, pour tout n > 0,

p=0 p=1
On a,
n 1 n!
I1()|=
p=0 (1 p=0 p!(”,p)l
1
-1
7]/1!” n n
[1p!>x Il (n—p)
p=0 p=0
— " 1 - 1
H plx H p!
p=0 P=
1
o 1
n!” 72
n
p=0
_n!nfl 1

2
H pn+l 14
p=1

. —1 —2(n+1-p)
= T
p=1
n n

_ Hpnfl > Hp72(n+lfp)

p=1 p=1

_ H 1721) n—1
p=1

26
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