TD 06 — Nombres complexes : forme trigonométrique

1 Forme trigonométrique

Exercice 1 - Nombres complexes de module 1.
1. Donner la forme algébrique des complexes suivants.
2inm

a) el? b) e i1 c) e*™ d) e
2. Donner la forme trigonométrique des complexes suivants.
Q) L4 b) —1 ) —i
V2 4 V2
Exercice 2 - Forme trigonométrique vers forme al-
gébrique. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme
algébrique.

in Sim

_iZ 3in _2n Sin
71 = 3e z, 7= 264, 73 =4e 3 74 =15e6

Exercice 3 - Forme algébrique vers forme
trigonométrique. Déterminer la forme trigonométrique
des nombres complexes suivants.

1. Niveau 1:
a) —3-3i b) 2 c) —15
d) V6+iv2
2. Niveau 2 (sans calculer la forme algébrique)
Zin 4 in
a) —3e 6 b) _§i c) 2ie3
2+/3 —6i
GO 212 o B0
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Exercice 4 - Ecrire les nombres suivants sous forme al-
gébrique :

(V3-i*
1+i
Exercice 5 - Lecture graphique. Sur le graphique suivant,
on a représenté des points et le cercle de centre 1’origine et de
rayon 2. Déterminer les formes algébrique et trigonométrique
de chacun des sept points.

et (1+0)1

Exercice 6 - Calculs de module et d’argument.
1. Calculer le module et un argument de

V6—iv2

=—" t

3 v=1—1i

. u
2. En déduire le module et un argument de uv et —.
v

Exercice 7 - Propriétés des arguments. On considére un
nombre complexe d’argument . Pour chaque question, choisir
la(les) bonne(s) réponse(s). On pourra s’aider d’une représen-
tation dans le plan.

1. Un argument de —z est

a) —1 b) 4 ) & d z
2. Un argument de 7 est

a) -1 b) % o) & d Z
3. Un argument de 2z est

a) -1 b) ¥ o) & d Z
4. Un argument de 77 est

» (57 w¥E  of  df

Exercice 8 - Autour de I'exponentielle complexe.
1. Résoudre dans C les équations suivantes.

a) ef=-2 b) ef=1+i c) ef=1—i
2. Mettre sous forme algébrique des nombres complexes suiv-
ants.
2) eln(6)+i% b) o

V3+i

Exercice 9 - Soit z = I .

i
1. Déterminer la forme algébrique de z puis sa forme

trigonométrique.
T T T
2 et s s (1) in () 1)
n déduire les valeurs de cos 2 sin 2 et tan 2
2 Racines n-iemes
Exercice 10 - 1. Déterminer les racines carrées de —i.

2. Déterminer les racines carrées de —1 + iv/3.
3. Déterminer les racines 3-iemes de —1.
4. Déterminer les racines 4-iemes de i.

Exercice 11 -
1. Résoudre I’équation z° = —32 d’inconnue z € C.
—4

2. Résoudre I’équation z° = d’inconnue z € C.

1+iV3
. 1+i .

3. Résoudre I’équation 7/ = 71 d’inconnue z € C.

1-— l\/§

4. Résoudre I’équation (z+i)* = (z+1)* d’inconnue z € C.
5. Résoudre I’équation (z —i)’ = (z+i)’ d’inconnue z € C.

Exercice 12 - En utilisant les racines n-iemes de 1’unité, tracer
un octogone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique dont
un des sommets est le point A d’affixe 1. Puis, déterminer la
longueur de ses cotés.



3 Trigonométrie

Exercice 13 - Linéariser. Linéariser les expressions suivantes.

b) sin®(x)
d) cos*(x)sin(x)

a) cos*(x)
¢) sin?(x) cos®(x)

Exercice 14 - Délinéariser. Délinéariser les expressions suiv-
antes, ¢’est-a-dire exprimer en fonction de cos(x) ou sin(x) et
de leurs puissances les nombres suivants.

a) sin(3x)
¢) cos(5x)

b) sin(5x)

d) cos(6x)

Exercice 15 - Technique de I'angle moitié. En utilisant la
technique de I’angle moitié,

1. Factoriser les expressions suivantes et en donner le module
et un argument.

4m
b)1+4+¢'3
T

.U
a)l+e'3
T T
d)i—e'4

o) 1—e'4

2. Déterminer la forme trigonométrique des expressions suiv-
antes:

ei9+1
1—ef

1+¢®

" b) e + 20 c)

a)

Exercice 16 - Mettre sous forme algébrique le nombre com-

plexe suivant :
T\ 26
(1+¢5)

Exercice 17 - Calcul de sommes. Calculer les sommes suiv-

antes.
k
a) )Esin(kt) b) 322, (—1+i\@>
k=0

k=0 2 2
c) i (1) sin(kz) d) icos(a+kb)
k=0 k=0

Exercice 18 - Mettre sous la forme d’un seul cosinus.
1. Soitx € R.
(a) Ecrire sous la forme Acos(x — @) I’expression
cos(x) —v/3sin(x).
(b) En déduire les solutions de cos(x) —v/3sin(x) = 1.
2. Résoudre dans R I’équation v/3 cos(x) + sin(x) — v/2 = 0.
3. Résoudre dans R I’équation cos(2x) + sin(2x) = 0.

4 Géométrie

Exercice 19 - Les questions de cet exercice sont indépen-
dantes.

1. Soient A, B et C les points du plan d’affixes respectives
(L+1i), (4+3i) et 3i. Montrer que le triangle ABC est
rectangle en A.

2. Soit A, B, C et D les points d’affixes respectives z4 =
4420,z =241, zc =2+ 2i et zp = 3. Que peut-on
dire des droites (AB) et (CD) ? On pourra commencer
par représenter les points dans le plan afin d’émettre une
conjecture, puis démontrer la conjecture.

3. Déterminer le lieu des points M d’affixes z tels que

z+1 _
z—14+iV/3

4. Déterminer I’ensemble des points M d’affixes z tels que

Z
P €eR
Exercice 20 - Transformations du plan.
1. Soit f; : z+—> z— 14 3i. A quelle transformation du plan
correspond f1?
2. Soit f> : 7+ (1+41i)z. A quelle transformation du plan
correspond f»?

Exercice 21 - Déterminer I’ensemble des nombres complexes
non nuls tels que les points M(z), N(z*) et P(z?) soient alignés.

5 Approfondissement

Exercice 22 - Déterminer les entiers n tels que (v/3+i)" € R,

2T
Exercice 23 - Posons z=¢' 7 .
1. Soitk € {1,...,n—1}. Déterminer le module et un argu-

ment du nombre complexe zX — 1.
2. Montrer que

2

tan (£)

n—1
Y [-1]=
=0

Exercice 24 - On pose @ = i
1. Que valent @ et 1 + 0+ 0 + > + 0* + ©°?
2. Exprimer % sous la forme ¥, avec k € N. En déduire la
valeur de la somme

11 2
—S+—+ltot+o.
(OSN

4 2
3. Exprimer cos (5”) en fonction de cos <5ﬂ>

4. AT’aide des questions précédentes, montrer que

27\ \ 2 2r
(2005 (5)) +2cos (5) —1=0

5. En déduire la valeur de cos (25”> .

Exercice 25 - Montrer que les solutions complexes de
I’équation 1 +z+z>+---+2"1 —nz" = 0 sont de module
inférieur ou égal a 1.

. . 2
Exercice 26 - Soit @ = e/ 7. Calculer les nombres

A=0+0*+o* e B=w’+0 +0°
Exercice 27 - Soient A, B et C trois points d’affixes respectives
a,betc.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante, faisant
intervenir une rotation, pour que le triangle ABC soit
équilatéral.

2. En déduire que ABC est équilatéral si et seulement si a” +
b* +c? = ab+ bc+ac.
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