TD 07 — Systemes Linéaires (Correction)

Exercice 1 - Résoudre les systemes linéaires suivants de maniere graphique puis de maniere calculatoire en
utilisant la méthode du pivot de Gauss.

2 — y =1
a){3x—y=2

» Approche graphique : On peut commencer par remarquer que

2x — y = 1 y = 2x — 1
—

3x -y = 2 y = 3x — 2

Ainsi, résoudre ce systeme linéaire de deux équations a deux inconnues revient a chercher
I’intersection dans le plan des deux droites d’équation y = 2x — 1 et y = 3x — 2. Cette question

peut étre résolue graphiquement.

™~

» Approche analytique : On peut aussi résoudre ce systeme grace a la méthode du pivot de

Gauss.
{2x—y=l - {21—1)'=¥ ,
3x -y = 2 + 3y = 5 Ly < Ly = 5L,
- >y
- {x 1
y = 1

Ce systeme admet donc une | unique solution |, donnée par le couple

(1,1)

P8 Vérification. Le couple (1, 1) est bien une solution du systéme car

2x1-1=1 v
3x1—-1=2 v



| |
o O

4x  + 2y
b){—Zx -y

» Approche graphique : On peut commencer par remarquer que

4 + 2y = 0 y = —-2x
-2x -y =0 y = -2

Ainsi, résoudre ce systeme linéaire de deux équations a deux inconnues revient a chercher
I’intersection dans le plan des deux droites d’équation y = —2x et y = —2x. Cette question peut
étre résolue graphiquement.

Ce systeme admet une infinité de solutions qui sont les points du plan qui appartiennent a la
droite d’équation y = —2x.

» Approche analytique : On peut aussi résoudre ce systeme grace a la méthode du pivot de
Gauss.

4  + 2y
-2x - y =0

|
o

|
o

4x + 2y
0 = 0 Ly« Ly+ 3L,

= 4x+2y=0

= y=-2x

Ce systeme admet donc une ’ infinité de solutions |, de la forme

’ (x,—2x) pour tout x € R ‘

P¥ Vérification. Pour tout x € R, le couple (x, —2x) est bien une solution du systéme car

4Xx+2%(=2x)=0 v
—2x—(-2x)=0 v



x o+
C){—x—§=

» Approche graphique : On peut commencer par remarquer que
x + y =1 y = —x + 1
-x -y =0 y = -x

Ainsi, résoudre ce systeme linéaire de deux équations a deux inconnues revient a chercher
I'intersection dans le plan des deux droites d’équation y = —x + 1 et y = —x. Cette question peut
étre résolue graphiquement.

Le systeme linéaire n’admet aucune solution.
» Approche analytique : On peut aussi résoudre ce systeme grace a la méthode du pivot de
Gauss.

x + y =1 x + y 1
-x -y = 0 0 = 1 LZ(_L2+L1

La derniere ligne est incompatible. Ce systéme admet donc .



Exercice 2 - Résolution de systéme échelonné. Résoudre les systemes suivants.

a)

b)

+ y + 2z =
y — 3z =
- 47 =

x + y
-y

—_ y + Z =
y + z =
0 =

3
-6
-8

+ 2z = 3
- 3z = -6 =
- 4z = =8
=
=

-1+ 0 + 2x2
- 0 - 3x2
- 4x2

-1

x + y

3
-6
-8

[P

. 3 . Lo £ N
Soit (x,y,z) € R”. Raisonnons par équivalence et résolvons ce systeme de «bas en haut».

+ 2z = 3
- 3z = -6
z = 2
+ 2z = 3
= 0
z = 2
= -1
= 0
z = 2

Donc, ce systeme linéaire admet une , donnée par le triplet | (=3,0,2) |.

P Vérification. Le triplet (—3,0,2) est bien une solution de ce systeme car,

v
v
v

La derniere ligne est incompatible. Ce systeme linéaire n’admet | aucune solution.



C){x +

. 3 . P . N

Soit (x,y,z) € R”. Raisonnons par équivalence et résolvons ce systtme de «bas en haut». Notons
que ce systeme linéaire contient plus d’inconnues que d’équations : on choisit deux inconnues
principales, par exemple x et y, que 1’on va exprimer en fonction de 1’inconnue restante z.

y + z =1
y + z =1

x + y + z =1 - Jx +y + z = 1
y + z = 1 y = 1-z2
X = l-y—z
f—1 <
y = 1=z
— X = 1-(1-2)-z
y = |
X = 0
= 4
y = 1-z

Donc, ce systeme linéaire admet une’ infinité de solutions

, données par

’ (0,1=2,2) pour tout z € R ‘

P¥- Vérification. Pour tout z € R, le triplet (0,1 —z,z) est bien une solution du systeme car

0 + 1l-z + z =1 v

1-z + z = 1 v
x + y + z =1
d) 2y + 2z =1
4z = 1

Soit (x,y,z) € R®. Raisonnons par équivalence et résolvons ce systeme de «bas en haut».

x + y + z =1 x + vy + z =1
2y + 2z = 1 = 4 2y + 2z = 1
_ _ 1
4z = 1 z = g
x + + z = 1
1
= 9 ) = 7
_ i
T =

x = 1

- _

<)7_?

Zzz

—
ST
NI
NP
N

Donc ce systeme linéaire admet une donnée par le triplet

P Vérification. Le triplet (%, }1, }1) est bien une solution du systeme car

1

1 1 _
5 + 1 + n = 1 v
2x1 + 2><}11 = 1 v
4XZ = 1 v



Exercice 3 - Résolution par pivot de Gauss. Résoudre les systemes suivants :

2u + v - 2w = 10
a) u + v + 4w = -9
u + 5Sv + w = 14

On peut résoudre le systeme suivant grace a la méthode du pivot de Gauss.

2u + v — 2w = 10 u + v + 4w = =9 L L,
u + v + 4w = -9 < 2u + v — 2w = 10
Tu + 5v + w = 14 Tu + 5v + w = 14
u + v + 4w = -9
(=1 - v - 10W = 28 Lz — L2 - 2L1
- 2V - 27W = 77 L2 — LQ - 7L1
u + v + 4w = -9
= - v — 10w = 28
- Tw = 21 L3<—L3—2L2
u + v + 4w = -9
= - v — 10w = 28
w = —3 L3<—L3—2L2
u = 1
= v o=
w = =3

Ce systeme admet donc unem que |solution donnée par | (1,2,-3).

P-Vérification. Le triplet (1,2, —3) est bien une solution du systéme car

2x1 + 2 = 2x(-3) = 10 v

1 + 2 4+ 4x(-3) = -9 v

7X1 + 5%x2 - 3 = 14 v
x + 2y - 3z = -1
b){3x - y + 2z = 7
8& + 2y - 2z = 9

On peut résoudre le systeme suivant grace a la méthode du pivot de Gauss.

x + 2y = 3z = -1 x + 2y - 3z = -1
3x — y 4+ 2z = 17 = - Ty + 11z = 10 Ly« L,—-3L,
8& + 2y - 2z = 9 - 14y + 22z = 17 Ly « L, —8L,;

x + 2y - 3z = -1

= - Ty + 11z = 10
0 = -3 L3 <—L3—2L2

La derniere ligne est incompatible. Le systéme linéaire admet donc | aucune solution.




a
c) a
Ta

X
d) .
2x

- 3 + T7¢c = -4
+ 2b - 3¢ = 6
+ 4 - ¢ = 22

On peut résoudre le systéme suivant grace a la méthode du pivot de Gauss.

a — 3b + Tc = -4 a — 3 + Tc = -4
a + 2b — 3¢ = 6 = 5b — 10c = 10
Tda + 4b - ¢ = 22 25 — 50c = 50
a — 3 + Tc = -4

= 5 — 10c = 10

0O = 0

La derniere ligne n’apporte aucune information, on peut donc la supprimer du systeme.

a - 3b + Tc = -4 4 - 3 + Te = -a
a + 2b — 3¢ = 6 = sho— 10c = 10
7Ta + 4 - ¢ = 22 c

Le systeme contient alors plus d’inconnues que d’équations. On choisit alors deux incon-
nues principales (car il reste deux équations) qu’on exprime en fonction des inconnues
restantes par pivot de Gauss. Par exemple, on va exprimer a et b en fonction de c.

a — 3b + Tc = -4 4 - 3 4+ Te = -4
a + 2b — 3¢ = 6 = b — 10c = 10
TJa + 4b — ¢ = 22 -
- a — 3b + Tc = -4
b = 2c+2
- a = —c+2
b = 2c+2

Ce systeme admet donc une ’ infinité de solutions, | données par,

’(—c+2720+2,c) pourtoutcER‘

P Vérification. Soit ¢ € R. Le triplet (—c +2,2c + 2, ¢) est bien une solution du systéme
car

—c+2 - 3%X(2c+2) + Tc = -4 v

—c+2 + 2X(2c+2) - 3¢ = 6 v

TX(—=c+2) + 4%x(2c+2) — ¢ = 22 v
+ z =1
y + z =0
+ = 1
+ 3y = 0

Ce systeme linéaire n’admet | aucune solution.

Ly < L,—- L,
L3 <—L3—7L1
L3 <—L3—5L2



e)x+y+z—3t=1
2x + y — z + t = -1

Le systeme linéaire admet une ’ infinité de solutions ‘ données par

(2z—41-2,-3z+7t+3,2,1) pour tout (z,7) eR’
x + 2y - 3z = 4
) x + 3y - z = 11
2x + Sy - 5z = 13
x + 4 + z = 18
Le systeme linéaire admet une donnée par
(4,3,2). [, W4

[ Nve



Exercice 4 - Nombre de solutions. Dans cette exercice, on cherche a déterminer le nombre de solutions
possibles d’un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues.

1. Combien de points d’intersections peuvent avoir deux droites dans le plan ? Représenter graphiquement
chacun des cas en donnant explicitement I’équation des droites représentées.

Dans le plan, deux droites peuvent

* soit étre paralleles non confondues : elles admettent alors ‘ aucun point d’intersection ‘

e soit étre paralleles confondues : elles admettent alors une‘ infinité de points d’intersection. ‘

e soit &tre non paralleles : elles admettent alors un ‘ unique point d’intersection. ‘

2. En déduire le nombre de solutions possibles pour un systeme linéaire de deux équations a deux
inconnues et donner un exemple de systéme linéaire dans chacun des cas.

Un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues peut (cf Exercice 1)

e admettre | aucune solution |, comme par exemple le systeme suivant,

x + y =1 - x + y =1
-x — y =0 0 = 1
e admettre une ‘ infinité de solution |, comme par exemple le systeme suivant,
4 + 2y = 0 - -
-2x — y =0 yET

e admettre une | unique solution | comme par exemple le systeme suivant,

{

W N
= =
[
< <
| |
N =
—r
=

y = 1



Exercice 5 - Avec un parameétre. Résoudre le systeme suivant en discutant selon la valeur du parameétre
A EeR.

-x + 3y Ay

{2x—2y=lx

Soit A € R. On résout ce systeme linéaire grice au pivot de Gauss.

2x — 2y = Ax 2-A)x - 2y = 0
-x + 3y = Ay = —X + (3=-A)y = 0
—X + (3—2,)_)7 = 0 Ly, & L
- {(z—x)x - 2 =0
_ -x + (3-A)y = 0
[—2+(3—l)(2—l)]y = 0 L2<—>L2+(2—A)L1
. -x + (3-A)y = 0
[A2=5A+4]y = 0

A ce stade, dans la deuxiéme ligne, on souhaite diviser par AP =51 +4 pour en déduire y. Mais
pour cela, il faut savoir si ce facteur est nul ou non.

« Premier cas : si A> =54 +4 # 0, ¢’est-a-dire ’ si A € R\{1,4}, | on obtient alors

2x - 2y = Ax - -x + (B3-A)y = 0
-x + 3y = Ay y 0
{x = 0
=

y = 0

Dans ce cas, le systéeme admet une | unique solution | donnée par | (0,0). | Fgev’
e Deuxiéme cas : on obtient alors,

2x — 2y = Ax -x + (B3-1)y
-x + 3y = Ay 0 = 0

|
=)

= —x+2y=0

Le systéme possede plus d’inconnues que d’équations. On exprime alors une inconnue (car
il ne reste qu’une équation) en fonction des autres, par exemple, on exprime 1’inconnue x
en fonction de y.

= x=2y

2x — 2y = Ax
-x + 3y Ay

Dans ce cas, le systeme admet une ’ infinité de solution,

données par,

’ (2y,y) pour tout y € R‘ [, W4

e Troisieéme cas : on obtient alors,

2x — 2y = Ax - -x + (3=4)y = 0
-x + 3y = Ay 0 = 0
= —x—-y=0
=S xX=-y

Dans ce cas, le systeme admet une ’ infinité de solution,

données par,

’ (=y,y) pour tout y € R ‘ [, e

10



Exercice 6 - Avec un parameétre. Résoudre le systeme suivant en discutant selon la valeur du parameétre
m € R.

3x + y - z =1
x = 2y 4+ 2z = m
x + y - z =1

Grace a la méthode du pivot de Gauss, on a,

3x + y — z = 1 X + y - Z = 1 Ll(_)L3

x = 2y + 2z = m = 3x + y = z =1
x + vy - z = 1 x = 2y + 2z = m
x + y - z = 1

= - 2y + 27 = =2 Ly« L,—-3L,

- 3y + 3z = m-1 Ly« L3—L;
x + y - z = 1
= - 2y + 2z = =2

0 = m+2 Ls <—L3—%L2

e Sim+2#0, c’est-a-dire , alors la derniere ligne est incompatible et le systeéme

linéaire n’admet ’ pas de solutions. ‘

e Sim+2 =0, c’est-a-dire alors

+ - = 1
:lx—Zyy+2Zz—m @{x+y—z=l
x4+ oy - oz o= 1 - 2y + 2z = =2
- {x + y - z = 1
y = 14z
{x = 0
f—1
y = 14z
Le systeme admet une ’ infinité de solutions, | de la forme,
’ (0,1+2z,2) pour tout z € C

11



Exercice 7 - Avec un autre formalisme. Trouver les (x,y,z) € R? tels quex+y=y+z=z+x

Soit (x,y,z) € R’. On a,

e — X + vy =y + z
Xry=yre=zTx y + z = z + x
- X -z 0
-x + ) =0
- by -z =0
y — z =0 Ly « [,+ L,
X -z =0
=
y =z
X = z
f—1
{ y =2
Ainsi, le systeme linéaire admet une ‘ infinité de solutions |, de la forme

‘ (z,2,2) pour tout 7 € R ‘

12



Exercice 8 - Vrai/Faux. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Lorsqu’elles sont fausses,
donner un contre-exemple explicite qui illustre la non véracité de 1’assertion.
1. On ne change pas les solutions d’un systéme linéaire en intervertissant deux lignes de ce systeme.

VRAL
2. Un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues admet toujours au moins une solution.

FAuXx. Par exemple, le systeme linéaire suivant, de deux équations a deux inconnues,
admet aucune solution.

3. Une systeme linéaire de trois équations a trois inconnues ne peut pas admettre une infinité de solutions.

FAUX. Un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues peut admettre une infinité
de solutions (cf Question ¢) de I’Exercice 3).

4. Dans le plan, I’intersection de deux droites est caractérisée par un systeme linéaire de deux équations
a deux inconnues.

VRALI.

13
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Exercice 9 - Un peu de géométrie. On munit I’espace d’un repére orthonormé (O, i , j, k ). Déterminer
une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour qu’il existe une méme droite contenue dans les trois
plans définis par les équations données ci-dessous :

P): (1—-a)x—2y+z=0
P): 3x—(1+a)y—-2z=0
P3): 3x—2y—(1+a)z=0

Un point M(x,y,z) est dans I’intersection des trois plans si et seulement si il vérifie le systéme
linéaire suivant :

(I-a)x - 2y + z = 0
(S) 3x - (l+a)y - 27 = 0
3x - 2y - (l+a)z = 0

Grace a la méthode du pivot de Gauss, on peut montrer les propriétés suivantes.

e Sia¢ {0,1,-2}, alors,
(S)e=x=y=z=0
Dans ce cas, les plans s’intersectent uniquement au point d’origine du repere et donc, il ne
peut pas exister de droite contenue dans les trois plans.

e Sia=1alors
X = Z

1
y = 32

(511

Alors, le systeme linéaire admet une infinité de solutions, de la forme

1
(z, iz,z) pour tout z € R

Autrement dit, I’intersection des trois plans est une droite passant par 1’origine et de
vecteur directeur (1, % ).
e Sia=0alors

X
S) <
=1
Alors, le systeme linéaire admet une infinité de solutions, de la forme
(z,2,2) pour tout z € R

Autrement dit, 1’intersection des trois plans est une droite passant par 1’origine et de
vecteur directeur (1,1,1).
e Sia=-2alors

2N W

X
(511
y
Alors, le systeme linéaire admet une infinité de solutions, de la forme
Z
(E’Z’Z) pour tout z € R

Autrement dit, I’intersection des trois plans est une droite passant par 1’origine et de
vecteur directeur (% 1,1).

Ainsi, il existe une droite contenue dans les trois plans si et seulementsi|a =0 oua=1oua = -2.
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Exercice 10 - Oral PSI, Mines-Télécom, 2022. Résoudre le systeme suivant en discutant selon la valeur
du parametre m € R.

mx + y =+ Z = 1
x + my + z = m
x + y 4+ mz = m*
Soit m € R. Grace a la méthode du pivot de Gauss, on a,
mx + y + z = 1 X + my + z = m Ly L,
X + my + z = m = dmx + y + z = 1
x+y+mz=m2 )C+y+mz=m2
x + ny + Z = m
= J (l—mz)y + (l-m)z = 1-m’ Ly —mlL,
(I-m)y + (m—1)z = m—m Is—L;
mx + y + z = 1
X + my + Z = m = X+y+z=1 = x=—y—z+1
X + y + mz = m’
Le systeme linéaire admet une ’ infinité de solutions |, de la forme
’(—y—z+1,y,z) pourtouty,ze]R‘
mx + y + z = 1 x + my + z = m
X 4+ my + z = m = (I+m)y + z = l+m L2<—]_1—mL2
+ y + mz = m’ y -z = -m L3<—$L3
x + my + = m
= y -z = -m Ly &= Ls
(I+m)y + z = 1l+m
x + my + Z = m
= y - z = —-m
Q+m)z = (1+m)’ Ly—(1+m)L,
- [Stm=—2]ator,
mx + y + z = 1 x + my + z = m
X 4+ my + z = m = y — z = -m
X + y + mz = m* 0 = 1 Ly —(1+m)L,
La derniere ligne est incompatible. Le systéme linéaire n’admet | pas de solutions.
- [Stm# =2]ators,
mx + y + z = 1 X + my + 2z = m
x + my + z = m = < y - < = —m2
— 2 1
X + y + mz = m 7 = —(2:";1) Ly—(1+m)Ly
(x + my + z = m
) =
= 4 Y - m+22
I
z = % Ly—(1+m)L,
= _mtl
x - niz+2
= 1 Y = m+2
1+
z = (2_::;) Ls— (1 +m)L2
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Le systeme linéaire admet une | unique solution |, donnée par

Cmtl 1 (1+m)’
m+2’ m+2’ 2+m
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Exercice 11 - Oral PSI, Mines-Télécom, 2021. Résoudre le systeme suivant en discutant selon la valeur
des parametres m,a,b € R.

mx + y + mz + t = a
x + my + z + mt = b
Soit m € R. Grace a la méthode du pivot de Gauss, on a,
mx + y + mz + t = a _ x + my + z + mt = b Ly L,
x + my + z + mt = b mx + y + mz + t = a
x + ny + z + mt = b
=
(l—mz)y + (l—mz)l = a-mb
* Si m> -1 # 0, c’est-a-dire |sim # 1 et m # —1, |alors,
mx + y + mz + t = a x + my + z + mt = b
= a—mb
X 4+ my + z 4+ mt = b y + ot = o L, <
x + my + z + mt = b
= a—mb
Y 1-m? !
x = L omi+g
= _ a—mh_z
y 1—m?
Le systeme admet une ’ infinité de solutions |, de la forme
(=2l 2t 42,4228 — 1, 2.1) tout z,7 € R
l—m2 m Z7 1_m2 717 pour ou Z7
mx + 'y + mz + t = a - x + my + z + mt = b
x + my + z + mt = b 0 0 = a-b
— |Sia—>b # 0, |alors la derniere ligne est incompatible et le systeéme linéaire n’admet
’ aucune solution. ‘
T A = +ytz+t=b = =b t
x + my + z + mt = b rryTTi= rEomyTL
Alors, le systeme admet une ’ infinité de solutions |, de la forme,
’(b—y—z—t,y,z,t)pourtouty,zJEIR‘
mx + y + mz + t = a . x + my + z + mt = b
x 4+ my + z + mt = b 0 0 = a+b
— |Sia+b # 0, |alors la derniere ligne est incompatible et le systéme linéaire n’admet
aucune solution. ‘
—|[Sia+b=0,|alors
mx + y + mz + t = a - boet=h e b+ 1
xX— —t= xX= -
x + my + z + mt = b yre Yot

, de la forme,

Alors, le systeme admet une ’ infinité de solutions

] (b+y—z+1,y,z,1) pour tout y,z,t € R‘
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