TD 08 — Nouvelles fonctions usuelles

1 Fonctions puissances

Exercice 1 - Rappel sur les puissances entiéres. Dire si les régles de calculs suivantes sont vraies. On
ne se souciera pas des domaines de validité des relations. En cas de doute, on pourra tester sur des valeurs
particulieres. Lorsque les relations sont fausses, rectifier I’égalité en donnant la bonne relation.

a) (ab)c _ abc

b) aa¢ = a* ’ Faux : @’ x a° = abt¢ ‘
0 @ = (@
d) (ab)* =aib? ‘Fuux :(ab)¢ =a“ x b°

’ Faux : (a’)¢ = a®* ‘

f) (ab)c _ (ac)b




Exercice 2 — Rappel sur les puissances entiéres. Sélectionner la (ou les) réponse(s) exacte(s).
1. 57 x (5%)% est égal a

) 3 s .

s
2. (3;33 est égal a

2) b) 33 oL

7 6 7 ~
3. Pour tous réels a et b non nuls, (’;%)4 est égal a

2) b) a—*p? o)

a?b?

4
z 2 z N
4. Pour tous réels a et b non nuls, (a‘xlT) x b est égal a

4711 d 4
b b) BIT C) ;7/]3 X b

a) |a




Exercice 3 - Rappel sur les puissances entiéres. Calculer A et B sous la forme d’un produit de puissances
de 2,de 3 etde 5.

- 5Tx107*x 3 o B (—6)* x 15* x (—16)3

1075 x 37 x 510 B 25 x 123

A

On a,
A]- 57 % 107% x 3
1073 x 37 x 510

— 5710 o 104 (=5) 397

=53 x10' x3?
=53 x2x5x%x32
—=2x52x3%

De méme, on a,

(—6)* x 15% x (—16)3
[8]= 25 x 123
6% x 15* x 163
 25x 123
(2x3)*x (3x5)*x (243
52 x (22 x 3)3
216 % 38 54
T 52%26x33

= 210535 x5?




Exercice 4 - Puissances non entiéres. Ecrire sous forme d’une exponentielle les nombres suivants. On
précisera a chaque fois le domaine de validité de I’égalité.

L’exercice repose sur I’égalité suivante (qui découle des regles sur le logarithme/exponentielle) :

VYaeR, Vx>0, x* =exp(In(x*)) = exp(aln(x)).

a) | Pour tout x € R, 37" = exp(—xIn(3)) |

=1

b) |Pour tout x € R*, (%) :exp(%ln(%))

c) | Pour tout x > 0, x* = exp(xIn(x)) |

d) |Pour tout x > —1, (14x)" =exp(nln(l +x)) |




Exercice 5 - Puissances non entiéres. En utilisant les régles de calcul sur les puissances, simplifier les
quantités suivantes.

7_5
272

a) 93 x9-3-9

b) 84 x 324 (8x32)% = (28)% =22 = 4]

) (55)°=5
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Exercice 6 - Puissances non entiéres. Simplifier les quantités suivantes aprés avoir précisé pour quelles
valeurs de x elles sont bien définies. On pourra passer par la forme exponentielle.

L’exercice repose sur I’égalité suivante (qui découle des regles sur le logarithme/exponentielle) :

VaeR, Vx>0,

a) Pour toutx > 1, ona,

In(In(x))
x In()

n(x)

b) Pour tout x € R, on a,

e ()

672ln(l+x2) /1+x2

x* =exp(In(x*)) = exp(aln(x)).

X ln(x)) = exp(In(In(x))) | = In(x)

2672ln(1+x2)(1 _~_x2)%
_ 672]"(1+x2>exp(% In(1+2))

= exp(—% In(14x%))

[

=exp (ln((l +x%)”

)

= (14+22)2
1
= 3
(1+x2)
¢) Soit x > 0. Tout d’abord,
a’ = exp(bIn(a))
Or,
In(a) = In(exp(x?)) = x*
et de plus,
In(xs) 1ln(x) In(x)
b= - -2
X x X
Ainsi,
In(x)




Exercice 7 - Etude de fonctions puissances. Donner le domaine de définition, de dérivabilité et calculer
la dérivée des fonctions suivantes.

a) x> 2% 4x2
La fonction f : x — 2° 4 x? est définie sur IE] :
Vx €R, f(x) =2+ x* = exp(xIn(2)) 4 x*

De plus, la fonction f est dérivable sur R et

YreR,  f/(x) =In(2)exp(xIn(2)) +2v = In(2)2" + 2|

b) x> 571
La fonction x — 51 est définie sur @ :
Vx €R, F(x) = 51 = exp((x® +1)In(5))

De plus, la fonction f est dérivable sur R et

VxeR,  f(x)=2xIn(5)exp((x*+ 1)In(5)) = 2xIn(5)5" !

¢) x+— (1 +sin(x))est)

La fonction x +— (1 + sin(x))<*() est définie sur | 2 = R\{-F+2kr |kecZ}|:

Ve 2, f(x) = (1+sin(x))<®® = exp(cos(x)In(1+sin(x)))

car -
I +sin(x) >0 < sin(x) # -1 <= x# ~> [27]

De plus, la fonction f est dérivable sur Z et

cos(x)
1+ sin(x)

Vx € 9, (%) ‘: {— sin(x) In(1 +sin(x)) + cos(x) x } exp(cos(x)In(1 +sin(x)))

cos?(x)
1 + sin(x)

= [— sin(x) In(1 +sin(x)) + } (1 +Sin(x))cos(x)




Exercice 8 - Racines n-iémes. Simplifier les quantités suivantes.

a) | V81 =3 |car 3 est strictement positif et 3* = 81.

b) On a,

V2826 | = (215 x (26)F = (2% x 26)F = (2103
=(23><23><23><2)%
=2X ><2><2><2%
—=8v2

3 5
o )= w5 -3 =20
d) On a,
x\/fc\/ﬁ 7x1 X X3 x (x%)%
VS (x5 3
Hlti+i
T3
X2
7
x4
=73
X2
_3
=x 4
1
-3
x4




Exercice 9 - Etude de fonctions racines n-iemes. Donner le domaine de définition, de dérivabilité et
calculer la dérivée des fonctions suivantes.

a) x> J/x
Comme 3 est impair, la fonction f : x — /x est définie sur E :

Vx €R, f(x):3x=x%

et la fonction f est dérivable sur R* et

WER,  f)]= gt =

b) x— T

Comme 5 est impair, la fonction x — /x est définie sur R. Ainsi, la fonction f: x —

Vx+1
est définie lorsque
VX+1#40 <= x+1#0 <= x# 1

Ainsi, la fonction f est définie et dérivable sur | R\{—1} |et

weR\(-1},  f()

c) x— /(x2—1)2
De méme, la fonction f : x +— {/(x2 — 1)2 est définie et dérivable sur |[R\{—1,1} |et

VreR\[-1,1},  f(x)




Exercice 10 - Résolution d’équations puissances. Résoudre les équations suivantes en précisant le
domaine de validité de 1’équation.

a) 10F=5
Soitx € R. On a,
10* =5| <= exp(xIn(10)) =5
<= xIn(10) =1In(5)

N In5
" Inl0

— X

b) 5% —-1=0

Soitx € R. On a,

<= exp(2xIn(5)) =1
< 2xIn5=0

<~— x=0

¢) 2° =3

Soitx € R. On a,

— exp(x*In2) = exp(x*In(3))

= ¥In2=x*In3
— x*(xIn2—1n3)=0
— X=0 ou xIn2—1n3=0

In3
X=—
In2

<— x=0 ou

10



d) ¥V = (Vx)*

Soitx > 0. On a,

o = (VA | = exp(v&In(x)) = exp(xIn(y&)
<= /xIn(x) = xIn(y/x)

< /xIn(x) =x x %ln(x)

< In(x) X (vVx—=x)=0

2
1
< In(x)=0 ou \/}—Ex:O
1
— x=1 ou xzzx2 carx >0
— x=1 ou ¥ —4x=0
— x=1 ou x=0oux=4 carx >0

<— x=1 ou x=4

11



2 Fonctions hyperboliques

Exercice 11 - Simplifications grdce a la définition. Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Calculer sh(In3).

On a,
In(3 In(3) In(3 In(4) 3 : 8
n(3) _ ~—In(3 n(3) _ on(3 Jd— = - 4
sh(in(3)) |= " ey T 3 3| 4
2 2 2 2 3
2. Calculer ch(—1In2)).
On a,
—In(2) | .In(2) In(1) | aIn(2) ) 5
ch(n(2)) =S Ffe = e rte” 2%4) 0
2 2 2 4
3. Simplifier, pour tout x > 0 la quantité
ch(In(x)) +sh(In(x))
X

Soitx > 0. On a,

ch(In(x)) +sh(In(x)) | > T
X a X
1 1
X+ —+x——
_ X X
2x

12



Exercice 12 - Simplifications gréce a la définition.
1. Simplifier, pour tout x € [1,+oo[, I’expression

ch(ln(x+v/x2—1))
Soit x € [1,+oo|. On a,

ch(ln(x+ Vx> —1)) |=

eln(x+v/ x2—1) te~ In(x+4/x2—1)
2

2 1
S vy

2

vVx2 -1 1
v +x+\/xzfl

2
<x+\/m>2+l
2(x—|—\/x27—1>
B 42V —1+x2—1+1
B 2<x+m>
B 202+ 2xvV/x2 — 1

z(xwﬁ)
B 2x <x+m>

2 (x+ m>

2. Simplifier, pour tout x € [0, +oo[, I’expression
In(ch(x) 4+ 1/ (chx)? —1)

Soit x € R... Alors:

X o X o X p—X 2
ln<ch(x)+ (chx)21>1n ‘+2‘ + (‘ +2° )1

N \/ez"' +2e¥e X 472X 4
2 4

e2X+2+e2«“—4)

(
(
(
INEE =y
( - |
(




Or x € Ry donc sh(x) > 0, et [sh(x)| = sh(x). Ainsi,

In <ch(x) +1/(chx)? — 1) —In ("X 264 + sh(x)>

(e"—ke’“ e*—ex>
=In +

2 2

3. Que peut-on en déduire sur les fonctions impliquées ?
On définit

P G B R e (I
x —  In(x+vx>—1) x —  In(x+vx?—1)

Alors, d’apres les questions précédentes,
Vx e [1 +oo {, (gof)(x) =g(f(x)) =ch (ln (x+ Va2 — 1)) =x

c’est-a-dire go f = id. De méme, fog =1id. Ceci prouve que les fonctions f et g sont

’ bijectives ‘ et

réciproques 1’'une de 1’autre. ‘

14



Exercice 13 - Propriétés de la fonction ch. Démontrer les propriétés suivantes de la fonction ch.
1. Onach(0)=1.
2. Lafonction ch est paire sur R.
3. Les limites de la fonction ch en %o sont les suivantes :

lim ch(x) = 4o et lim ch(x) =4

X—>—00 X—>-o0

4. La fonction ch est dérivable sur R et sa dérivée vaut,
Vx €R, ch’(x) = sh(x)

5. La fonction ch est décroissante sur | — oo, 0] et croissante sur [0, +oo|.
6. La fonction ch est minorée par 1 sur R et non majorée.

1. Ona,

e 4e ™ 141

T2 T 2

2. Montrons que ch est paire sur R. Tout d’abord, le domaine de définition de ch, R est
symétrique par rapport a 0. Montrons que

ch(0)

Vx €R, ch(—x) = ch(x)

Soitx € R. On a,

C*X + CX C)C Jr C*X
h — — _ — s h 9
ch(—)] = | =en@

3. On sait que
lim €' =+ et lim ¥ =0
X—>+00 s —o0
Donc, par somme,
lim ch(x) = 4 et lim ch(x) = 4o
X—r—o0 X—>o0

4. On admet que la fonction ch est dérivable sur R. Et sa dérivée est donnée par

Vx €R, ch’(x) ‘: % (" +(—e™) = e —ze = sh(x)
5. On a le tableau de variations suivant.
X —oo 0 oo
ch’(x) = sh(x) - 0 +
o0 oo
ch(x) ~ 1 _

6. La fonction ch n’est car lim ch(x) = 4oo. Cependant, d’aprés le tableau
X—>+fo0
de variations, la fonction ch est

15



Exercice 14 - Formules de trigonométrie hyperboliques.
1. (a) Rappeler la formule de trigonométrie permettant d’exprimer, pour tout x € R, sin(2x) en fonction
de cos(x) et sin(x).

‘ Pour tout x € R, sin(2x) = 2cos(x) sin(x). ‘

(b) Démontrer la formule analogue de trigonométrie hyperbolique :
Vx €R, sh(2x) = 2ch(x)sh(x)

Soitx € R. On a,

eft+e™ e'—e*
2ch(x)sh(x) |=2 3 5
= 2 (ez"' —e'e F+e e — e’z‘)
4
1, 5, oy
=3 (e —1+1—-e")
Q2 _ o2t
)
= sh(2x).

2. (a) Rappeler la formule de trigonométrie permettant d’exprimer, pour tout a,b € R, cos(a+b) en
fonction de cos(a), cos(b), sin(a) et sin(b).

‘ Pour tout a,b € R, cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b). ‘

(b) Démontrer la formule analogue de trigonométrie hyperbolique :
Ya,b € R, ch(a+b) = ch(a)ch(b)+sh(a)sh(d)

Soit (a,b) €R%. On a,

ed e d e/} 4 efb ed _e—a eli o efb

‘ ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) ‘ == X + 7 X
CuAh +M+W+ Cfufl) e(l+/) 7M7W+ Cfufh
N 4 - 4
Zeu+b 4 267117/7
= f
edtDb +e—(a+b)
= f
=ch(a+D0).

16



Exercice 15 - Dérivation. Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a) x+— ch(x)cos(x)+ sh(x)sin(x)

La dérivée de x — ch(x)cos(x) + sh(x)sin(x) est la fonction

’x — 2sh(x) cos(x) ‘

b) x— In(ch(x))

La dérivée de x — In(ch(x)) est la fonction

¢) x> ch(x)*
On peut remarquer que

VxinR,

La dérivée de f : x — ch(x)* est donnée par

xsh(x)
ch(x)

VxeR, f3(x)= (ln(ch(x)) +

d) x—In ( ﬁiﬁgg)

) exp(xIn(ch(x)) = (ln(ch(x)) + xsh

ch(x)* = exp(xIn(ch(x)))

La dérivée de f: x+ In < HSh(")) est donnée par

1—sh(x)

1 . ch(x)(1 —sh(x)) +ch(x)(1+sh(x))

2ch(x)

Vxe (),  fl)= Tsh(x)

1 —sh(x)

17

(1—sh(x))?

1 —sh(x)?2




Exercice 16 - Etude de fonction. On considere la fonction f : x — xch(x).

1. Quel est ’ensemble de définition de f ?

Les fonctions x — x et x — ch(x) sont définies sur @, donc par produit, la fonction f est

définie sur R.
2. Dresser le tableau de variations complet de f.

La fonction f est dérivable sur R et

Vx €R, f'(x) = ch(x) +xsh(x)
Or,
Vx eR, ch(x) >0
De plus,
Vx>0, sh(x) >0 donc Vx>0, xsh(x) >0
et
Vx <0, sh(x) <0 donc Vx <0, xsh(x) >0
Ainsi, dans tous les cas,
Vx €R, xsh(x) >0
Alnsi,
Vx €R, f'(x)>0
X —o00 +o0
f'(x) +
f /
De plus,
lim x=—cet lim ch(x) =+eodonc lim f(x) = —oo
X——oo X——oo X——o0
et de méme,

lim x=+eet lim ch(x)

X—r+oo X—r+too

18

= +eo donc xlﬁlwa(x) = oo



Exercice 17 - Calcul de sommes. Soit n € N. Calculer les sommes suivantes. On pourra commencer
par calculer S+ T et S—T.

Soitn € N. On a,

n n
S+T =Y ch(2k+1)+) sh(2k+1)
k=0 k=0
=Y [ch(2k+ 1) +sh(2k+1)]
k=0
nof o2kl p—(2k+1) g2k (2k+])

2 v 2

19



De méme, on a,

S—T =
k

[ch(2k+ 1) —sh(2k+1)]
0
no [ g2kl 4 p=(2k+1)  G2k+1 _ = (2k+1)

2

n

k=0

n
e7(2k+1)
k=0

n
e—2k—1

k=0

_lié%

€ =0

—
p—
/N
Y|~
~—
S
T

N
—_
I

1 e2n+2 -1
P
1 82n+2 1
; e2n (62 _ 1)
1 1— 62n+2

e2ntl ] _ g2
Ainsi,

1 7€2n+2 2n+2 1 1 782n+2

S+T =e- T S =5+ i (Lit L)

- 1 17621‘1+2 - 1762”+2 1 1762n+2
S—T= P N 2T =e 2 ol -2 (L1 — L)

1— e4rz+4

2e2n+1 (1 o 62)

(eZn+2 o 1)2)

T=——t’
262”+1 (62 —1 )

20



Exercice 18 - Equations & Inéquation. Résoudre dans R les (in)équations suivant(e)s. On pourra se
ramener a la forme exponentielle et trouver une équation vérifiée par X.

a) ch(x) =3
SoitxeR. Ona

ch(x) =3 «— ° +2e =3

— e +e =6
Posons X = e* > 0. Alors

1
ch(x) =3 <:>X+§:6

— X>+1=06X
— X?—6X+1=0.

Le discriminant de cette derniére équation vaut A = (—6)> — 4 = 32. Les racines sont donc

6—+v32 6 32
r:3—2ﬂ>0 et xo = V32

=342V2>0
5 5 +2v2

X1 =
Donc

ch(x) =3 <= e¢"=3-2v2 ou e =3+2V2
— x=In(3-2v2) ou x=In(3+2V2).

L’ensemble des solutions est donc

7 ={In(3-2v2),In(3+2v2)}
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b) sh(x) >3
Soit x € R. On remarque que
sh(x) >3 <= e"—e*>6

Posons X =e* > 0. Alors,

sh(x)23<:>X—§26<:>X2—6X—120 carX >0
Or,
X —eo 3-V10 3+V10  +eo
x>t —6x—1 + 0 - 0 +
Donc,
X2—6X—-1>0 < X>3+V10 ou X<3=V10

car X > 0et3—+/10 < 0. Ainsi, en revenant a I’inconnue initiale, on a,
sh(x) >3 <= ¢" >3+V10 < x>In(3+V10)

Ainsi, I’ensemble des solutions est donné par

In(3+v/10), +oof

¢) 5Sch(x) —4sh(x) =3

Soitx € R. On a,

e“+e™* ef—e™*
—4x

5ch(x) —4sh(x) =3 | <= 5x =3
| 5ch(x) — 4sh(x) =3

< 5(e"+e ) —4(e"—e ") =6
<~ e"+9% " -6=0

= e —6e"+9=0

— (5-3)*=0

— '-3=0

< x=1In(3)

22



3 Fonctions

Exercice 19 - Calculs de valeurs particuliéres. Calculer les quantités suivantes.

a) |arccos <1> =2
2 Jd

-3
b) arcsin( f) =—

¢) |arctan (\@) = %

wiy

circulaires

Cos

d) | arccos

)
N——
N—
Il
fab)
=
IS
O
o)
w2
/\
I\)\'—
SN—
Il
(3%
wl§

e) |arccos | cos

(
(=
N p— 4ﬂ>)m<;>

> L
6

r
h tan | t =Z
) arcdn<dn<6>) G

i) ‘ arcsin(sin(4x)) = arcsin(0) =0 ‘

23
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Exercice 20 - Dérivation. Donner le domaine de définition, de dérivabilité et calculer la dérivée des
fonctions suivantes.

a) x> arccos(2x+ 3)
La fonction x — arccos(x) est définie sur [—1,1]. Or,

2x+3€e[-1,1] &= —1<2x43<1 < —2<x< -1

Ainsi, par composée la fonction f : x — arccos(2x+ 3) est ’ définie sur [—2,—1] ‘ De plus,

la fonction x — arccos(x) est dérivable sur | — 1, 1[. On en déduit de méme que la fonction
fest ’ dérivable sur | —2,—1] ‘ et

= -
=137 - (2xr3)

Vrel—2,—-1  fl(x)=2

1
b) x> arctan (x2_+1)

La fonction f : x — arctan ( ) est ’ définie et dérivable sur R ‘ par composée et

x2+1

2x

Vx € R7 f/(x):—m

24



¢) x— arcsin ({2)

La fonction x > arcsin(x) étant définie sur [—1, 1], on doit commencer par chercher les
valeurs de x telles que

PR
ST S
Soit x € R\{1}. On a d’abord,
1 1 2
ol e Y 50— >0 e x<1
1—x 1—x 1—x

De méme, pour tout x € R\{1},

1 2
1+x <1 <= l—x <0 <= x €] —o0,0]U]1,+oo]
—X —X

en ayant fait le tableau de signe de la fraction. Ainsi,

_1<1+x
-1

<1 <= x€]—o0,0]

Donc, la fonction f : x — arcsin ({—fj) est ’ définie sur | — o0, 0] ‘ On montre de méme que

la fonction f est | dérivable sur | — oo, 0[ ‘ et (apres pas mal de calculs)

1

Vx €]0, 40|, f(x)= T v

25



Exercice 21 - Simplifier les expressions suivantes apres avoir précisé leur intervalle de définition.

a) Pour tout x € [ 1, 1],| cos(2arccos(x)) = 2cos?(arccos(x)) — 1 = 2x> — 1

b) Pour tout x € [—1.1],| cos(arcsin(x)) = v/1 — x2 |en utilisant que, pour tout x € R, cos?(x) +sin? (x)=
1.

sin(arcsin(x)) _ x
cos(arcsin(x)) — 1—x2

¢) Pour tout x €] — 1. 1], | tan(arcsin(x)) =

grace a la question précédente

d) Pour toutx € [—1,1],| sin(arccos(x)) = /1 — x2 |en utilisant que, pour tout x € R, cos?(x) +sin®(x) =
1.

e) On sait que

1
Yy eR 2= ————
Soitx € R. On a,

1 1

" I+tan’(arctan(x)) 1+ 2

1 1
cos(arctan(x)) = 4/ T ou cos(arctan(x)) = —4 / e

Or, arctan(x) €] — Z, Z[, donc cos(arctan(x)) > 0, d’olt

cos? (arctan(x))

Ainsi,

1

cos(arctan(x)) = 2
x

f) Pour tout x € R, | sin(arctan(x)) = tan(arctan(x)) x cos(arctan(x)) =

26



Exercice 22 — Oral Mines-Ponts MP 2021. Pour quelles valeurs de «, la fonction x — cos( o arcsin(x))
est-elle polynomiale ?

27



Exercice 23 - Raisonnement par analyse-synthése. On cherche a résoudre dans R 1’équation suivante :
b4
(E) arctan(2x) + arctan(x) = 1
On va pour cela raisonner par analyse-synthese.
1. Analyse. Soit x une solution de (E). Montrer que x est une solution de 2x> +3x — 1 = 0. En déduire

les valeurs possible de x.
2. Synthése. Les valeurs trouvées a la question précédente sont-elles des solutions de (E) ?

28



Exercice 24 - Aftention a l'intervalle.... On rappelle que toute fonction dérivable et de dérivée nulle sur
un intervalle est constante sur le-dit intervalle. On considere la fonction

1
f : x> arctan(x) + arctan (—)
x

1. Quel est le domaine de définition de f ?
2. Montrer que la dérivée de f est nulle sur son domaine de définition.

La fonction f est dérivable sur R* et

1 1 . 1

ol A2 1+(l)2
X

1 1

CI4x2 K241

=[0]

Vx € R, 1 (x)

3. En déduire une expression plus simple de f grace au rappel. Attention, il y a un piege...
Attention, R* n’est pas un intervalle... D’ apres la question précédente, f’ est nulle sur
]0,+oo[ (qui est un intervalle !) donc

T
eelObel, )= f(1) =7
De méme, la fonction f” est nulle sur | — oo, 0[ (qui est un intervalle !) donc
. : T
VXE]foo_/()[’ f(x):]%*l):*E

Alnsi,

1 z six>0
arcts arctan [ = ) =4 2
arctan(x) + arctan ( ) { RE S
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Exercice 25 - Tracer la courbe représentative de la fonction x — arccos(cos(x)) sur R (on pourra s’appuyer
sur des arguments de parité/périodicité pour simplifier le probleme).

e Tout d’abord, la fonction x — arccos(x) est définie sur [—1, 1]. De plus, pour tout x € R,
cos(x) € [—1,1]. Ainsi, la fonction f : x — arccos(cos(x)) est définie sur R.
e La fonction f est 27-périodique car la fonction cosinus I’est :

Vx €R, f(x+2m) = arccos(cos(x+27)) = arccos(cos(x)) = f(x).
e La fonction f est paire car la fonction cosinus I’est :
Vx eR, f(—x) = arccos(cos(—x)) = arccos(cos(x)) = f(x).
e De plus, on sait que
Vx € [0, 7], f(x) = arccos(cos(x)) =x

On en déduit ensuite son graphe sur [—7, 7] par parité, puis sur R par 27-périodicité.
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Exercice 26 - Montrer que

1-— 1
Vxe]—-1,1], arctan( 1+i> :Earccos(x)

de deux manieres différentes :
1. en considérant une fonction judicieusement choisie,

On considere la fonction

foxes arctan | /=2 | - L arceos(x)
X arctan — — arccos(x
14+x 2

On peut montrer que f est définie, dérivable sur | — 1, 1] et que
Vx €] — 1, 1], f'(x)=0.
Alnsi,

N =
RS
I
o

1
Vx €] -1, 1], f(x) = f(0) = arctan(1) — 3 arccos(0) = g
2. par le calcul
Soitx €] —1,1[. On a,

1— 1—
cos <2arctan < x>> = 2cos’ <arctan (\/ x)) -1 car Va € R, cos(2a) = 2cos?(a) — 1
I4+x I4+x

2 1
— —1 car Va € ...,cos*(a)

1 + tan? (arctan( ﬂ)) ~ 1+tan?(a)

2

1 2
1+ (Vi)
2
o 1—x

1+m

o 2(14x)
C(I4+x)+1—x
=1+x—1

=X

Donc, en composant par arccos des deux cotés, on obtient bien,

1—
2arctan ( x) = arccos(x)

1+x

Mais, attention, on vient d’utiliser le fait que

1—x 1—x
arccos | cos | 2arctan — = 2arctan —
14+x 14+x

Ceci est vrai car
1—x
2arctan —— | €0, 7]
1+x

En effet, d’une part, comme la fonction arctan est strictement croissante sur R,

1— _
N donc arctan |/ —— | > arctan(0) =0
I+x I+x
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D’autre part, la fonction arctan est a valeurs dans | — %, %[ donc en particulier,

1—
2 arctan * <2 X r =T.
1+x 2
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Exercice 27 — Soit A = arctan(2) + arctan(3).

1. Montrer que A € | §,7|.
2. Calculer tan(A).
3n

3. En déduire que A = 7.
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