TD 10 - Calcul Matriciel

Exercice 1 - Ecriture de matrices. Ecrire en extension les deux
matrices suivantes, puis donner leur taille et ’espace .4, ,,(R) dans
lequel elles vivent.

A=(ix]) et  B=(min(i,]))i<i<s
1<j<

EVAS

1<i<s
1<j<4

Exercice 2 - Opérations sur les matrices. On considere les deux
matrices A et B données par

2 1 1 -1
D) w1 3),
Calculer 3A — B, 2l + A et 3(A — 2B).

Exercice 3 - Multiplication de matrices. Calculer les produits

suivants
2 1\ /1 -1 1 -1\ /2 1
a)<3 2)(1 2) b)<1 2)(3 2)
1 -1 0

1 -1\/1 2 0 120\ ([,
C)<1 2)(314) d)<314> ; ‘1‘_21

3 3
(-1 0 2)[-2 Hl-2](-1 0 2
1 1

Exercice 4 - Multiplication de matrices. Soient

A= B=

w o =
—_— O
=)
—_—O =

11 1
1 OfetC=1|1 2 1
00 0

Montrer que AB = AC.

Exercice 5 - Calcul littéral avec les matrices. Soit n € N*.

Soient A, B et C trois matrices de .#,(K).
1. Développer ces expressions:
(a) A(B+C)
(b) (B+C)A
(©) (A-B)?
(d) (A—B)(A+B)
(e) A(A24+2A+B+1,).
2. Factoriser ces expressions:
(a) A>+3A+AB
(b) A>2+3A+BA

(c) AB—2B
(d) A3+3A%2-24
(e) A2—2A
Exercice 6 - Déterminer toutes les matrices qui commutent avec
0 0 0
A=10 1 0
0 0 0

Exercice 7 - Transposée de matrices. Donner la transposée des
trois matrices suivantes :

1 20 o
A‘(314)’B_ ; 4

Exercice 8 - Puissances d’une matrice. Soient a,b et ¢ des
réels. On considere la matrice

A=

S O
S O
o OO

Calculer, pour tout n € N, A”.

Exercice 9 - Puissances d’une matrice. On consideére la ma-
trice

Calculer, pour tout n € N, A”.

Exercice 10 - Puissances d’une matrice. Soit a € R. On con-
sidere les matrices

a a
M= 1+e <
et = a + 27 5

a
—a -7 1-3

S O =

1
U=|1 O
-1 0

1. Calculer U?.
2. Trouver (a,B,7) € R? tel que M = al; + BU +yU>.

Exercice 11 — Puissances d’une matrice. A I’aide du bindme
de Newton, calculer les puissances des matrices A et B ou

b 3 23
A=<8 a) et B=|0 3 4
0 0 3
Exercice 12 - Puissances d’une matrice. Soit x € R. On pose
_ (ch(x) sh(x)
Alx) = (sh(x) ch(x)

Calculer, pour tout n € N, A(x)". On pourra utiliser les matrices

1 1 1 -1
= (F ax=(1 )

Exercice 13 - Matrices inversibles, cas particuliers. Les matri-
ces suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, donner leur inverse.

2 (3 7)) v (% 3)

4 0 0 4.0 0
oo o o dlo 50
00 —2 00 6
200 01 3
1 10 Hlo s -7
1 21 00 8



Exercice 14 - Matrices symétriques. Soient A et B deux matri-
ces de 4, (R).
1. Montrer que A" A est une matrice symétrique.
2. Montrer que si A et B sont symétriques, alors A + B est
symétrique.
3. Montrer que si B est symétrique alors A'B + BA est
symétrique.
Exercice 15 - Matrices symétriques et antisymétriques. Soit
A € #,(K). On considere les matrices
1 1

§=5(4 +AT) et T= E(A—AT)

1. Calculer S et T dans le cas particulier ou

A=

~N B~ =
oo L N
O O\ W

En déduire que S et T sont respectivement symétrique et anti-
symétrique.

2. Dans le cas général, montrer que S est symétrique, 7 est
antisymétrique et que A =S+T.

Exercice 16 - Polynébmes annulateurs.
1. On considere la matrice A suivante

(a) Montrer que A3 —A24+2A+ 1115 =0;.
(b) En déduire que A est inversible et donner son inverse.
2. On considere la matrice A suivante

5 -2 1
A=|-2 2 2
1 2 5

(a) Montrer que A = 6A.
(b) En raisonnant par 1’absurde, en déduire que A n’est pas
inversible.

Exercice 17 - Polynédmes annulateurs. Soit x € R. On pose

Ax) = <COS(X) - Sin(x))

sin(x)  cos(x)

1. Calculer, pour tout (x,y) € R, A(x)A(y).

2. En déduire, pour tout x € R et tout n € N, A(x)".

3. Déduire également de la question 1 que pour tout x € R, A(x)
est inversible et calculer son inverse.

Exercice 18 - Une flopée de contre-exemples. Dire si les as-
sertions suivantes sont vraies ou fausses. Lorsqu’elles sont fausses,
donner un contre-exemple et corriger I’assertion (lorsque c’est pos-
sible).

a) SiA et B sont deux matrices de .#,(R), alors AB = BA.
b) Si A et B sont deux matrices de .#,(R), alors (AB)> = A2B>.

¢) SiA et B sont deux matrices de .#,(R) telles que AB = 0,
alorsA=0o0uB=0.

d) SiA, BetC sont trois matrices de .#,(R) telles que AB = AC
alors B =C.

e) Si A et B sont deux matrices de .#,(R), alors (AB)" =
ATBT.

f) Si A et B sont deux matrices de .#,(R), alors (A + B)? =
A’ +2AB+B.

g) Si A et B sont deux matrices inversibles de .#,(R), alors
(AB)"'=A"1B"1,

Exercice 19 — Oral TSI CCINP 2023. On considéere la matrice

-5 9
=(3)
Déterminer, pour tout n € N, A". On pourra montrer qu’il existe
deux suites (a déterminer) (uy)nen et (Vn)nen telle que, pour tout
neN, A" = u,A+v, 1.
Exercice 20 - Oral MP CCINP 2018. Soient A et B dans .#,(C)
telles que AB — BA = B. Montrer que

VYneN, AB"—B"A =nB"

Exercice 21 - Lien avec les suites récurrentes d’ordre 2, Prob-
Iéeme Classique. On considere deux suites (u)nen €t (Vy)nen
définies par

U1 = —2up + vy

—0, w=1, VneN,
o "o " { Va1 = 3up

1. (a) Déterminer une matrice A € .#,(R) telle que,

()12
Vn+1 Vn
(b) En déduire que,

VneN, () :An<°)
Y 1
1 1
r=( 4)

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

(b) Montrer que la matrice D = P~ AP est diagonale.

(c) En déduire, pour tout n € N, I’expression de D".

(d) Montrer que D = P~'AP.

(e) Montrer par récurrence, pour tout n € N, A” = PD"P~ !,
(f) En déduire,

1 [(—1+(=3)"*!
n_ _ _
VHEN, A = 4 (_3_(_3),1+1

Vn e N,

2. On note

(g) En déduire les valeurs de u, et v, en fonction de n.



