Exercice 1

DM 2

A rendre pour le mardi 4 novembre (facultatif)

- QCM sur les nombres complexes. Pour chaque question, sélectionner la(les) bonne(s)

réponse(s) en justifiant votre réponse.
1. Le nombre complexe :— vaut

a)
9

i—1
i+1
(i—1) b) 17—

[i] d) 2i

On peut calculer que
] (=000 2
w T e (1-i) 2 &

2. Les racines du polyndme x — x> — 2cos(8)x + 1 sont

a)
c)

3. Siw
a)
c)

imaginaires pures Vraisi 6 = 7[27]... b)

e et e,ie d) cos@ etsinf

D’apres les relations coefficients-racines, on sait que, en notant z; et z, les deux racines
complexes du polyndme,

71Xz =1
71 +2p =2cos(6)

e¥xe=e"=1
e +e = 2cos(0) d’apres la formule d’Euler

- 0 . —i6 . R 2
Ainsi, les nombres complexes |e = ete sont les deux racines du polyndme x - x~ —

2cos(0)x+ 1. De plus,

Donc, on peut aussi dire que les nombres complexes | e~ et o |sont les deux racines du

polyndme x — -2 cos(0)x+1.

€ U, alors
o €Uy, b) |@’ €U,
o e Us si n est un multiple de 3 d o =1

On suppose que w € U,,, c’est-a-dire par définition,
(j)” — l

Alors, on a,

3 33 3
(0”)'=(0")Y’ =1"=1 donc|w” €T,

Mais, on a aussi,

()" =(0")’=1"=1 donc|w €Us,

Mais, on a aussi,

©) =" =1 donc|w’ €U
L




4. L’ensemble des nombres complexes z tels que Re(z) = Im(z) est décrit par I’équation

a) |z+1] = |z—i b) [lz—1] = |z—1]

o |lz+1] = |z+i] d) [z=1] = [z+i]

Soitz=a+ib € C. On a,

lz—1]=|z—1i| |z—1|2 = |z—i|2 car les qtés sont >0
la+ib—1|> = |a+ib—i|*
la—1+ib|* = |a+i(b—1)|?
(a=1)V+b" =a +(b—1)°

A —2a+1+b =a +b" —2b+1

a=b

Re(z) = Im(z) ‘

g|o0 081081

On peut montrer de méme que, pour z € C,

[lz+1]=|z+i] =  Re(z)=Im(z)]




Exercice 2 - Nombres complexes. On considere les nombres complexes

1
z1=1+i 22=§(\/8+i\/§) et Z=212
1. Donner la forme algébrique de Z.

Calculons Z. On a,
Z=212
\/_+z\/—
_V6+iV2+iV6-V2
B 2
V6-v2  Vo+V2
= — ti——s—

Ainsi, la forme algébrique de Z est donnée par

RN QRN

2. Déterminer une forme trigonométrique pour chacun des complexes z;,z; et Z
Calculons une forme trigonométrique de z;,z, et Z. On a
V2 V2 ¥
: 1+l=\/§<7+17) _\/5614

De plus,
22| = ‘\/_Jrl\/_l 2——2\/_ V2.
Des lors,

v
Bl

Enfin,

I

[\

(D~.
S

zzlzzzﬁei%\/ﬁeﬁ —26@ £) - 26(42?+42r)

3. En utilisant les deux manieres d’écrire le nombre complexes Z, en déduire les valeurs de
hY/4 . 5w
s\ 13 e sin i

Par les deux précédentes questions, on a

6—-+v2 6++V2 ;57 5 5
Z= \/_2\/_+i\/_2\/_ =2e'2 :2cos(l—n>+215m( 17;)

2cos(33) = 5582
2sin(35) = 552

et donc,
{ cos(s”) = V6-v2




4. En déduire qu’il existe A et ¢ deux réels tels que

M cos(x) — \51 V6 sin(x) = Acos (x— @)

Soit x € R. En utilisant la question précédente, on a,

Vx eR,

VIV oo () — Y20V oo = ol 2F Veostr) — sin[ 2F |si
T cos(x) osin(x) |= cos(lz)cos(x) sln(12>sln(x)

B 5w
= COS 2 X

= —Cos (x - 51—72[) par parité du cosinus

=Acos(x— )

— =5z
avecA=—leto=13.
5. En déduire les solutions de I’équation suivante d’inconnue x € R :

(E) ﬁ;‘/acos(x) - \/EI\/gsin(x) - g

En utilisant la question précédente on a,

(E) < —cos(x—s—”> _¥3

12)" 2
COS (X 2 = 2
o coslem T oos[ 5T
COS | X 2 = COS 6
St Sm St S5t
= X—Ezg[zﬂ'] ou X—Ez—?[ZEJ

5w 5w
~ X = T[27r] ou x:—ﬁ[27r].

Ainsi, I’ensemble des solutions de 1’équation est

S = {2 + 2km; - 22 +2k7r|keZ}‘

6. Préciser les solutions qui sont dans I’intervalle [0, 27[ et les représenter sur le cercle trigonométrique.

D’apres la question précédente, les solutions dans [0,27[, sont

oo = {5}




n

Exercice 3 - Calcul d’'une somme. Pourn € N*, onnote S, = Y (kxk!).

k=1
1. Calculer Sy, S5, et S3.
On a,

1
[S1]=) Gexk) =1x11[=1]
k=1
2
[S2]=) kxkl=1x1142x21 = 1+2%2[=5]
k=1

k=1

:Zkk!:1><1!+2><2!+3><3!:l+4+3><1><2><3
k=1

2. Montrer que pour tout k € N*,
kxk!=(k+1)!—k!

(k+1)!=k!'|=(k+1)xk!—k!

=kIx(k+1-1)
= k! xk

Soit k € N*. On a:

3. En déduire I’expression de S,, en fonction de n.
Soitn € N*. On a

= Z[(k-i— 1)!—=k!] en utilisant la question 2

k
=21 —114+31 =21+ 1+ (n+ 1) —n!

=(n+1)!=1! (télescopage)

=(n+1)!-1

4. Vérifier que la formule donnée en Question 3 coincide avec les résultats de la Question 1.

Avec la formule de la question 3, on obtient

S;=(1+1)—-1=21—-1=1
S=(2+1)-1=31-1=6-1=5
Sy=(3+1)l—1=41—1=24—1=23

Cela avec les résultats obtenus en question 1.



