TD 11 - Intégration sur un segment

Exercice 1 - Reconnaissance de primitives immédiates. Calculer les intégrales suivantes.

2 2 8 2
L. T =2 5. / —4d0=—12
Jo 3 9 1
-0 5 e ]
2 / 2 x4 1de= 2 6. / Lai=1
| 6 |t
-0 _ T
3. / e'dyx=1—¢"! 7. / cos(s)ds=0
J-1 Jo
-z 100 |
4. / sin(x)dx=0 8. —du=18
J-z (x) Ji Vu




Exercice 2 - Reconnaissance de formes composées. Calculer les intégrales suivantes.
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Exercice 3 - Lien avec I'aire algébrique. On considere la fonction f définie sur R par
Vx €R, fx)=|x—1]

1. Représenter la courbe de la fonction f sur le segment [0, 2].
Pour représenter la fonction f, on peut commencer par remarquer que

x—1 six>1

Vx € R, f(*){ —x+1 six<1

—

2. Calculer I’aire algébrique du plan situé entre la courbe de la fonction f sur [0,2], I'axe des abscisses et
délimité par les droites verticales d’abscisses O et 2.

Pour calculer I’aire algébrique demandée, on peut remarquer que la surface est constitué de deux
rectangles. Ainsi, cette aire algébrique est donnée par

1x1 1 x1
T =1

3. Calculer s
| wax

La valeur obtenue coincide-t-elle avec le résultat de la question précédente ?

En utilisant la relation de Chasles, on obtient que
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Exercice 4 - Relation de Chasles. Calculer les intégrales suivantes.
3
a) / |x+1]dx
-2
Pour calculer cette intégrale, on peut commencer par remarquer que

x+1 six>—1

vxeR, x+l|{ —x—1 six< -1

Ainsi,
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De méme,
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c) /21 max(1,e")dx
On peut commencer par remarquer que, pour tout x € R,
e >1 <= x>In(l) <= x>0
Ainsi,

e’ six>0

Vx €R, max(l,e"):{ 1 six<0

Ainsi, en utilisant la relation de Chasles, on obtient,
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Exercice 5 - Intégrales de fonctions trigonométriques et hyperboliques. Calculer les intégrales suiv-
antes.

a) /0 " sin*(x)dx—

3r

8

Pour calculer cette intégrale, il faut commencer par linéariser, pour tout x € R, sin* (x) (cf
Chapitre 6, Section 3.1). Soitx € R. On a,

x _

et e\ 4
sin*(x) = <2>
i

1. 4 4 .
_ R [el4x —4el2X—|—6 _46712)(_'_6714)‘]
T [614); +e—z4,\ 74(61% +e—12.x) +6]
1
=16 [2cos(4x) —8cos(2x) + 6]
3 1 1
=373 cos(2x) + 3 cos(4x)
Ainsi,
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b) /0 ' sh () dx

Pour calculer cette intégrale, il faut commencer par linéariser, pour tout x € R, sh* ().
Pour cela, on suit une méthode tres similaire a celle utilisée pour linéariser le sinus
trigonométrique. Soitx € R. On a,

1) (ex _;;x ) 4

_ L [e* —4e* +6—de ™ +e ¥]

16
1 .
_ E [e4x_~_ef4x_4(612x_~_ef2X)_|_6]
1
=16 [2ch(4x) — 8ch(2x) + 6]
31 1
=2 — —ch(2x)+ - ch(4
g 5°¢ (x)+8c (4x)

Ainsi, on obtient

/01 sh (x)d | = /1 (2 - %Ch(Zx) +éCh(4x)> dx

JO
3 /1 1 /! 1 /!
. / lde— / ch(2x)dx + = / ch(4x)dx
8 Jo 2 Jo 8 Jo
1 1

= % [x](l) — % B sh(2x)} ; + é H sh(4x)} )
- % (1-0)— %(sh(Z) —sh(0))+ ;—z(sh(4) ~sh(0)
= %—%sh2+%sh4

c) /0 : sin®(x) cos?(x)dx

Pour calculer cette intégrale, on commence par linéariser la fonction intégrée. On peut montrer
que

Vx €R, sin?(x) cos?(x) = é(l —cos(4x))

Puis, on en déduit que




Exercice 6 - Primitives de fonctions trigonométriques et hyperboliques. Calculer une primitive des
fonctions suivantes sur I’intervalle indiqué.

a) x> cos?(3x) sur R
Une primitive de la fonction 7 — cos?(3t) sur R est la fonction
S
xH/ cos”(3r)dr
0

Pour calculer cette intégrale, on peut utiliser la formule de linéarisation qui donne que,

s(6r)+1
VieR,  cos’(3t) = %
Ainsi, pour tout x € R,
X

"X "X Q
2 cos(6r) +1 11 . | - I . 1
s°(3t)dr = —————dt = = | =sin(6t)| + = [t|y = = sin(6x) + =
/0 cos”(3r) /0 ) 2 691n( ) .2 (115 2 sin(6x) ¥

Ainsi, on trouve qu’une primitive de x — cos?(3x) sur R est la fonction

sin(6x)
12

X

+

N =

b) x> sin(3x)cos(2x) sur R

Une primitive de la fonction 7 — sin(37) cos(2¢) sur R est la fonction
X
X / sin(3t) cos(2t)dr
Jo

Or, d’apres les formules de trigonométrie, on sait que

1 1

vVt €R, sin(3t) cos(2t) = E(sin(3t+2t) +sin(3t —21)) = E(sin(SI) +sin(r))

Ainsi, pour tout x € R,

/O.X sin(3r) cos(2t)dr = /O.x %(sin(Sl) +sin(r))cos(2t)dr = (...) = —% cos(5x) — %cos(x)

Ainsi, on trouve qu’une primitive de x — sin(3x) cos(2x) sur R est la fonction

1 1
== cos(5x) — 3 cos(x)

c) x+—e“ch(x) surR

En utilisant que

CZX—F 1
2

on trouve qu’une primitive de x — e*ch(x) sur R est la fonction

Vx €R, e'ch(x) =

._>e2x+x
X
4 "2




Exercice 7 - Intégrales de produit expxcos ou exp xsin. Calculer les deux intégrales suivantes.
a) [y e cos(3x)dx
Pour calculer cette intégrale, on utilise le fait que,
Vx € R, e*cos(3x) = e* x Re(e™) = Re(e* x e*) = Re(el!3)

Ainsi, on a

T
/e‘“cos(3x)d =Re /elﬁ’ ‘dx)
0 0
3
{ o143 } )
0

(

-xe(

(e
:Re( 3 (1430 1))

v
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0

1-3i
5 l (e"cos(3m) + ie” sin(37) — l))

1230 e 1)>

10( e’ —1)

[a—

b) JJ e*sin(3x)dx

De méme, on montre que

'TE ) 3
/ e sin(3x)dx= — (1+4¢°")
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Exercice 8 - Intégrales avec décomposition en éléments simples.
1. (a) Donner les racines du polyndme ¢ s > — 3t +2 et sa forme factorisée.

On peut remarquer que

Vi €R, r273t+2:(171)(r72)‘

Ainsi, le polyndme 7 — 1> — 3¢ +2 admet deux racines réelles qui sont (Pour trouver ses
racines, on peut aussi utiliser la méthode du discriminant).

(b) Déterminer deux réels a et b tels que,

1 a b
Vvt € R\ {1,2 = + .
W12} (t—1)(t—2) t—1 -2
e En multipliant toute 1’égalité par  — 1 et en évaluantent = 1, on trouve, a = —1.
e En multipliant toute 1’égalité par t — 2 et en évaluant en t = 2, on trouve, b = 1.
Ainsi,
1 1 1
vieR\{1,2}, ——F—F=—"—"+—=.
12}, (t—=1)(t—2) tfl+t72

(c¢) En déduire la valeur de

4 2
J———
3 12—-3t+2

En utilisant 1’égalité précédente, on obtient,

“ 2 4 2 2
S S
/3 2—3t+2 /z < Z—l+t—2>

J3 l*ld J3 t—=2
= — [2In(Jt = 1)J5 + [2In(|r —2)]3
=—(2In(3) —21In(2)) +2In(2) —2In(1)

| =4In(2)—2In(3)

2. Sur le méme modele calculer les intégrales suivantes:

T Loy 1/ 1
Y /0 2% :/0 (t—2)(t+2)dl:/o (t—2t+2>d1m

b) /;%d :./;3;@21)d’:,/2.3<;21_?) dr[=41n(2) ~21n(3)|

(In(3) —In(2))

~

N =

) /1 1 dr 1711 1 1 dr
C _— — _—_ —
Jo t2+4t+3 Jo \2t+1 2t+3

3. (a) Déterminer trois réels a, b et c tels que,

VZ‘GR\{_17O71}7 t(tz—l) :;+t—l+l—|—l

Ontrouve|a=—-2,b=1etc=1. ‘

(b) En déduire la valeur de

42
/2 mdl‘: ln(S) — 21[1(2)

-2 2
13 e-nY —5In(2) +31In(3)




Exercice 9 - Intégrales avec forme canonique.
1. (a) Mettre, pour tout x € R, sous forme canonique I’expression x> + 2x + 1.

On reconnait directement une identité remarquable :

Vx €R, x2+2x+1:(x+1)2

(b) En déduire la valeur de

1 1
—dt
/o 14+2f+¢2

En utilisant 1’égalité précédente, on obtient,

1 1 1 1
/ N :/ LY
Jo 1+42t+12 Jo (t+1)2
1
:/ (t+1)"2dr
JO
{(H])T
71 0
1 1
]

1

2. En utilisant la méme méthode, en déduire, pour tout x € R,

X 1 d
/1 u? —2u+2 “

Soit x € R. En mettant sous forme canonique le dénominateur, on obtient,

"X 1 "X 1
/ —————du|= / —————du
1w —2u+2 1 (u—1)2+1

= [arctan(u —1)[]

= arctan(x — 1) — arctan(0)

=arctan(x— 1)

10



Exercice 10 - Intégrales avec factorisation.
1. (a) Trouver I'unique racine du polyndme x ~ 4x? 4 8x +4 et en déduire sa forme factorisée.

On peut directement remarquer une identité remarquable :

VreR, 4 48rtd=(2r42)

Ainsi, le polyndme x — 4x2 4 8x+ 4 admet une unique racine qui vaut —1. (On peut aussi passer
par la méthode du discriminant pour trouver tout cela...)

(b) En déduire la valeur de

1 1
——dx
/0 4x2 +8x+4

En utilisant 1’égalité précédente, on trouve

1 1 1 1
b g :/ o
Jo 4x2+8x+4 0o (2x+2)2

2. En utilisant la méme méthode, en déduire la valeur de

1 1
—d
/_1 u? —6u+9 "

On a,

11



Exercice 11 - Intégration par parties. Calculer, a 1’aide d’une intégration par parties, les intégrales
suivantes.

1
a) / texp(—2t)dt
0
Posons, pour tout f € R,

ult) = t u(t) = 1

V() = e ¥ v(t) = —3e7¥

Les fonctions u et v sont de classe C' sur R. Alors par intégrations par parties, on a,

! ek ! 1
/ texp(—21)dt |= |t x —=e 7/ I x ——e “dt
0 2 0 0 2

—{ Ee*ﬂl—&-l /.lefz’dz
L2 0o 2.Jo

b) /01(1 —t)e*dr

De méme, on montre que

o] e4 5
1 —t)e¥di=— — —
./0 (1=n)etdi= 76~ 15
e2
o) / (26 + 1) In(x)dx
1
De méme, on montre que
¢’ 9 7¢e8
/ (2 + DIn(x)dr= g e+ g
J1

12



Exercice 12 - Intégration par parties & Primitives. Calculer, a ’aide d’une intégration par parties, une
primitive des fonctions suivantes sur I’intervalle indiqué.

a) f:t— (2t+1)exp(3t) sur R
Une primitive de f sur R est la fonction
F:xws /().'V(2t +1)exp(3r)de
Or, on peut calculer cette intégrale par intégrations par parties. On pose, pour tout 7 € R,

ult) = (2t+1) W) = 2
Vi(t) = e v(t) ze”

W=

Alors, on obtient, pour tout x € R,

2t+ )exp(3t)
Jo
3t ’ " L 3
(2t+1) — [ 2xze’dt
o Jo 3
( ’C+l) '%( 1 2 31
e dr
3 3
:<2x+1> w1 2 lezr‘
3 3 313 0
(2ct1) 4 1 2 5
= H— o — (e -1
3¢ 3 9 D
_(ex4) 5 1
9 9
Ainsi, une primitive de f sur R est la fonction
F:x— 1(6 +1)e* !
tx = —(6x A — -
9 9

b) g:t— tsin(2f) sur R

Une primitive de g sur R est la fonction

1 1
te g sin(2x) — Excos(Zx)

¢) h:twt*1n(t) sur]0,4oo]

Une primitive de / sur R est la fonction

1 1 1
IHg)(Sln( )7§X%+§

13



Exercice 13 - Intégration par parties. Calculer, a I’aide de deux intégrations par parties successives, les
intégrales suivantes,

1
a) / (P +1)e'dr—2e -3
0

On pose, pour tout # € R,

(2 +1)
e v(t)

u(t
Vit

)
) =

Alors, en effectuant une intégration par parties, on obtient,

1 1
2+l = [(2+ 1) = [ 2eedr
0
JO JO
1
:267172/ re'dr
0

Or I'intégrale restante peut se calculer en effectuant de nouveau une intégration par parties
en posant cette fois-ci, pour tout # € R,

u(t)
V(1)

= ¢
= ¢ v(1)

Ainsi, on obtient,

1 1
/ tetdt:[te’](l)f/ e’dI:ef[e’Ll):ef(efl):l
0 0

Ainsi, finalement, on obtient,

b)

1
/ (2 +1)e'dr
JO

1
:2e—1—2/ te'ldt=2e—1—-2x1|=2e—3
/.

/1 2(1n(x))2dx: 2(In(2))> —41n(2) 42

14



Exercice 14 - Changement de variables «dans le bon sens». Calculer, a 1’aide d’un changement de
variables indiqué, les intégrales suivantes.

¢ 1
—dt
2 /1 /() + 1

En effectuant le changement de variables «u = In(7)»

Expression Bornes Le dx
u=1n(t) r|1e du=4
t=¢e" ul0]|1 dr = due"
on obtient,
/e ! dr 1 “d
—_—dt |= ——¢e"du
J1 ty/In(t) 41 0 e'vu+1
! 1
= du
0 Vu-+1
1
= {2\/ u-+ l} .
=2V2-2
1 ex
b
) o 1+e*

De méme, on a,

/' e* dx—/c t dti/“‘
o I4+e¥ | Ji 1+t )

itd;: s+ 1) [= Ine+ 1) —In(2)|

2 1
2 /1 x(x% + l)dx

De méme, on a,

/2 1 dy _/4 1 dr
Jox(24+1)7 S Vi 1) 2y
1 r4 1
= ——d
2 J1 t(t+1)

1 r4/1 1
:7/ LI

2 ) t t+1

1

= 3 [in(e]) —Inr + 1)]7 de

3 1
=3 In(2) — 5 In(5)

15



Exercice 15 - Changement de variables «dans le mauvais sens». Calculer, a I’aide d’un changement
de variables indiqué, les intégrales suivantes.

a) /j(x—2)(x+1)5dx

En effectuant le changement de variables «x=t-1», on a,

Expression Bornes Le dx
x=t—1 x| =110 dx=dr
r=x+1 101 dr =dx

on obtient,

-1
:/ 1% —3dr
JO

¢’ té}l
L7 2,
__ 5
14

31
b /2 t\/t(t—l)dt

De méme, on obtient,

3 1
— & _—
/2 1/ttt —1) 11 Ll _p) u?
u

=/ — car pour tout u > 0, Vu? = |u| = u

16



3
2 1
c —dx
) /é V2x —x2

De méme, on obtient,

3 T
2 1 5 1
——dx :/ —————cos(r)dr
/% V2x—x? 5 \/1—=sin?(r)
s 1
=/6 ————cos(r)dr
—Z \/cos? (1)
61
= cos(t)dt
/g |cos(7)]
- /’é 1
—z cos(t)
%

I
ala T—ry
[eE]

—
o
~

|
—
|
ol
S~—"

Wy

17



Exercice 16 - Changement de variables & Primitives. Calculer, a 1’aide du changement de variables
indiqué, une primitive des fonctions suivantes sur I’intervalle indiqué.

a) f:r 7z sur Ren posant «u = 1+7%»

Par construction, une primitive de f sur R est la fonction

X r
F:x— / ———dr
Jo (1+72)3
Or, en utilisant le changement de variables «u =1+ 2%, on obtient, pour tout x € R,

"X r J
F(x)= 2
(X) /0 <1+r2)3 7
1422 1
:/ ——du
J1 2u”
1 .|+1‘.2
= 7/ u3du
2 )1

1 [u? e
T2 {—72

Ainsi, une primitive de f sur R est la fonction

Fixeso—o 4o
STy L

b) g:t— [—2% sur R en posant «x = 1 +1%»

Une primitive de g sur R est la fonction

3
X In(x*>41)

c) hit— % sur [0, Z[ en posant «u = cos(t)»

Ainsi, une primitive de & sur [0, Z | est la fonction

18



Exercice 17 - Type probléme. On considére, la suite définie par

1
VneN, :/ VT d
0

1. Calculer Iy.
On a,

2 X1
=|-Z0 fx)3/‘}
{ 3 0
7
3
2. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que,
2n+2
VneN, Iy =-—=I
n n+1 m+s"

Soit n € N. Par intégrations par parties (en dérivant la puissance et en intégrant la racine), on obtient,

2 1 1 E
(n;r )/x”(lfx)%(ix

JO

[n+] -

En utilisant le fait que, pour tout x € R, (1 —x)% = (1 —x)+/1 —x, puis, en développant, on obtient,

2(}1—|—1)[ 2(n+1)

Ly = 3 n— 3 [n+1
Finalement, on n’obtient que
_2n+2
n+l — 2n+5 n

3. En déduire la valeur de I et I».

En utilisant la relation de la question précédente, on a,

2%042
: 2i0+51°

2 2
X

De méme, on trouve que,

19



Exercice 18 - Type probléme. On considére, la suite définie par

VneN, I, = /1 " x(In(x))"dx

1. Calculer Iy et I}

On peut montrer que

- [ he
- [Famoa] =3+

2. A l’aide d’une intégration par parties, pour tout n € N, exprimer I, , ; en fonction de I,.

et que

Soit n € N. Par intégrations par parties, on obtient,

ez n+l1
L1 = 5 Tln

3. En déduire la valeur de I».
En utilisant la relation précédente, on obtient que

2
e 141 | 1,
B]=5-—h|=3-1

20



Exercice 19 — Oral MP CCINP 2023. Soient a et b deux réels strictement positifs. Calculer I’intégrale

suivante :
b 1
/a 3241172 a

Indication : On pourra utiliser le changement de variables «u = \/t».

Grace au changement de variables «u = /7», on obtient,

/'b 1 Vb
—=dr :/ 2udu
Ja 13241172 Jya wd+u

Vb
:2/ Zidu
Jya u=+1
Vb
va

‘ = 2larctan(y/a) — arctan(v/b))]

= 2[arctan(u)]

21



Exercice 20 — Oral PC CCINP 2022. On considere les deux intégrales
3 cos(x)
1= dx
/ (sin(x) —|—cos( )2
sin(x)
J= dx
/ (sin(x) 4 cos(x))?

1. Justifier que les deux intégrales existent.

On peut commencer par remarquer que
T . . T
Vx € [O,E}. sin(x) +cos(x) = v/2sin(x + Z)#O
Ainsi, la fonction
cos(x)
_-—
(sin(x) 4 cos(x))?

est continue sur [0, 5] comme quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule
pas sur ce segment. D’ou I’existence de I’intégrale /. L’existence de J se montre de la méme maniere.

2. Le but de cet question est de calculer 7+ J.

(a) Montrer que
3n
F 1
I+J= / LI
T sin(u)

On a,

T

2 1
I+J= S —,
N ./0 sin(x) 4-cos(x)
1

(ST

- ﬁd
- ’I sm Ll
(b) Montrer que
2tan(x/2)
Yy el — i ol
x €] —m, 7, sin(x) = T an?(x/2)
On a, pour tout x €] — 7, [,
2tan(x/2)  2sin(x/2)cos(x/2)
1+tan2(x/2)  cos?(x/2) +sin2(x/2)
~ sin(x)
1
= sin(x)

(c) En déduire, grice au changement de variables r = tan(u/2) que
tan(37/8) |
I+J= —dt
tan(m/8) 1

On a,

1
I1+J= / ! ———du
Jz  sin(u)

tan(37w/8) ] 2

= dr
Jtan(m/8) 2
tan(37/8) |
= —dt
Jtan(m/8) 1

22



(d) En déduire la valeur de I +J.
On a,

‘tan(37/8) |
I1+J= / —dt
tan(m/8) I

tan(37/8
= [In([¢)]onarsy

=In(|tan(37/8)|) — In(|tan(7/8)|)

. En déduire la valeur de [ et J.

Ona

D’ou
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