TD 12 - Equations Différentielles

1 EDL du premier ordre

Exercice 1 - Etape 1: EDL1 homogéne & coefficient constant.
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

a) y+y=0
b) y —4y=0
¢) 5/ —y=0
d) 5y =6y

Exercice 2 - Etape 1: EDL1 homogeéne. Résoudre les équations
différentielles suivantes sur les intervalles précisés.

a) y +ty=0surR

b) ' — 1y =0sur]0,+oof

) Y — ty=0sur]—eo,0]

d) ¥y —sin(t)y=0surR

e) (1+12)y —2ty=0surR

) cos(t)y’ +sin(t)y = 0 sur |0, 7

Exercice 3 - Etape 2 : Solutions particuliéres dans des cas
particuliers. Trouver une solution particuliere pour chacune des
équations suivantes sur les intervalles précisés.

a) y+2y=1surR

b) y +y=tsurR

c) Y +2y=¢€surR

d) y—3y=e¥’surR
e) ¥ —3y=sin(f) surR

Exercice 4 - Etape 2: Solutions particuliéres avec la méthode
de variations de la constante. Trouver une solution particuliere
pour chacune des équations suivantes sur les intervalles précisés.

a) y — %y =12 sur |0, 4-oo[
b) ty' —y = t%e' sur]0,4-oof

Exercice 5 - Etape 2 : Solutions particuliéres avec le principe
de superposition. En vous appuyant sur I’Exercice 3, trouver une
solution particuliere pour chacune des équations suivantes sur les
intervalles précisés.

a) Y +2y=1+¢e surR

b) ' —3y=e¥ +sin(t) sur R

Exercice 6 - Etape 3 : Résolution d’une EDL1. En vous ap-
puyant sur I’Exercice 3, résoudre les équations différentielles suiv-
antes sur les intervalles précisés.

a) y+2y=1surR
b) Y +y=tsurR
¢) y+2y=c¢ surR

Exercice 7 - Etape 3 : Résolution d’'une EDL1. Résoudre les
équations différentielles suivantes sur les intervalles précisés.

a) y’—%y:l—ktzsurR

b) ¥ + v = Pt sur J0, +oof

c) sh(t)y’ —ch(t)y =1 sur |0, +oo|

2 EDL du second ordre

Exercice 8 - Etape 1: EDL2 homogéne & coefficient constant.
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

a) y'4+2y' —3y=0surR
b) ¥ +2y +y=0surR
c) y/+y=0surR

Exercice 9 - Etape 2 : Solutions particuliéres dans des cas
particuliers. Trouver une solution particuliere pour chacune des
équations suivantes sur les intervalles précisés.

a) y'4+2y' —8y=35surR
b) ¥/ +2y —3y=2¢' surR
c) y'+2y+y=2esurR
d) y'+y=sin(2r) surR

Exercice 10 - thpe 3 : Résolution d’une EDL2. Résoudre les
équations différentielles suivantes sur les intervalles précisés.

a) y'+2y —3y=2¢" surR
b) Y4y —2y=2>—-3t+1
c) V' +2y +y=2e surR
d) y'+y=sin(2r) surR

Exercice 11 - Etape 3 : Résolution d’'une EDL2. Résoudre les
équations différentielles suivantes sur les intervalles précisés. On
pourra utiliser le principe de superposition pour trouver une solu-
tion particuliere.

a) y// _ 3y/ +2y= el Jreﬁt sur R
b) ¥’ —4y’' + 13y = 8cos(t) + 16sin(t) sur R

c) V' -3y —dy=t+e'surR



3 Problemes de Cauchy

Exercice 12 - Résoudre le probleme de Cauchy suivant

[y =
s

Exercice 13 - Résoudre le probleme de Cauchy suivant

y// + 6y’ _|_9y — e*3f
(P): ¢ ¥0)=1
y'(0) =2

4 Approfondissement

Exercice 14 — Un peu de physique. On considere 1’équation
différentielle suivante :

M (t) +yx () + kx(t) =0

Cette équation permet de décrire le mouvement en fonction du
temps d’un objet de masse M suspendu par I'intermédiaire d’un
ressort de raideur k et d’un amortisseur visqueux de constante 7.
C’est un modele classique d’amortisseur de véhicule. La quantité
x(t) représente alors la hauteur de la masse a ’instant 7.

1. Si M et k sont donnés, quelle condition doit vérifier y
afin qu’aucune fonction trigonométrique n’apparaisse dans
I’expression de la solution ?

2. On suppose que les constantes valent

M=10"" y=2x10"2 k=103
et que les conditions initiales sont :
x(0)=0 et X(0)=10""

Déterminer I’expression de la solution ¢ — x().
3. Calculer le maximum de la fonction x + x(¢) sur [0, +oo].

Exercice 15 - Oral TSI CCINP 2023. Résoudre sur R I’équation
différentielle y*) —2y" +y = 0. On pourra poser z =y" —y.

Exercice 16 - Maths C PT 2021.
1. Donner les solutions sur R de 1’équation différentielle (&)
suivante :
y +2xy=0

Dans ce qui suit, on désignera par f la solution de (&) prenant
la valeur 1 en zéro. Il est demandé de donner explicitement f.
2. Déterminer la dérivée seconde f” et la dérivée troisieme f"”
de f.
3. Déterminer, apres avoir justifié leur existence :

max |f(¢)], et max|f'(r)],

t€[0,1] €[0,1]

Exercice 17 - Probléme de raccordement. On cherche a ré-
soudre sur R I’équation différentielle (E) : ¢ty — 2y = 3.

1. Résoudre (E) sur |0, o[ et sur | —0,0].

2. En déduire les solutions de (E) sur R.
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