TD 13 — Compléments sur les nombres réels

1 Inégalités dans

Exercice 1 - Inéquations type «produit». Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a) (—x+5)(x+3)>0

Etape 1 : On détermine le tableau de signe de la fonction x — (—x+5)(x+3).

X —o0 -3 oo
Signe de —x + 5 + + 0 -
Signe de x + 3 — 0 + +
Signe de (—x+5)(x+3) - 0 + 0 -

Etape 2 : On résout a ’aide du tableau de signe : La fonction x — (—x+5)(x+3) est
positive sur [—3, 5] et seulement sur [—3,5]. Ainsi, ’ensemble des solutions de I’inéquation
(—x+35)(x+3) >0est

S=1[-3,5]

b) X2 +2x+1>0
Etape 1 : On factorise I’expression :
Vx€R, X 42x+1=(x+1)?

Etape 2 : On résout I'inéquation (x4 1)2>0:
Un carré est toujours positif ! L’inéquation (x -+ 1)? > 0 est vraie pour tout x € R. D’ot

S=R




o) X —3x+1>1
Etape 1 : On se ramene a zéro (et on factorise). Soit x € R.

x2—3x+121 < x2—3x20
— x(x—3)>0.

Etape 2 : On détermine le tableau de signe de x — x(x — 3).

x —co 0 3 oo
Signe de x — 0 + +
Signe de x — 3 — — 0 +
Signe de x(x — 3) + 0 - 0 +

Etape 3 : On résout a I’aide du tableau de signe : La fonction x — x(x — 3) est positive

sur | — o0, 0] U[3, 4-oo[ et seulement sur | —e0,0] U [3, +o0[. Ainsi, I’ensemble des solutions
de I'inéquation x> —3x 41> 1 (<= x(x—3) > 0) est

(5 =] =0, 01U 3, +o0] |

d) (x+5)(x+2) < (x+5)(x—1)
Etape 1 : On se rameéne a zéro (et on factorise). Soit x € R.

(4£5)(x+2) < (x4+5)(x—1) <= (x+5)(x+2)—(x+5)x—1)<0

— (x+3)[(x+2)—(x—1)]<0  on factorise par (x+5)
— (x+5)<0.

Etape 2 : On détermine le tableau de signe de x — x+ 5.

X —oo -5 o0
Signe de x + 5 — O +

Etape 3 : On résout a I’aide du tableau de signe : La fonction x — x -+ 5 est strictement
négative sur | — oo, —5[ et seulement sur | — oo, —5[. Ainsi, I’ensemble des solutions de
Iinéquation (x+5)(x+2) < (x+5)(x—1) (<= x+5<0) est

S =] —o0,—5]



Exercice 2 - Inéquations type «quotient». Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1 1
<

2) x—4 ~ 2—x

Le domaine de validité de 1’équation est R\{2,4}.
Etape 1 : On se ramene a zéro (on passe tout a gauche). Soit x € R\{2,4}.
1 1 1 1

<— = — -
—2—x x—4 2—x

<0

N

X —

Etape 2 : On met les fractions au méme dénominateur : Soit x € R\{2,4}.

R RPN Eh— =4
x—4 2—x" x=H2—x) Q2—-x)(x—4)
2—x—(x—4)
= —F—<0
x—4)(2—x) —
PN 6 —2x ~
(x—4)(2—x) ~
p . . 6—2x
Etape 3 : On détermine le tableau de signe de x — ————— :
(x—4)(2—x)
X —o0 2 3 4
Signe de 6 —2x + + 0 _
Signe de x —4 — — - 0
Signe de 2 —x + Q - _ :
Signe de g
6—2x - + 0 -
(x—4)(2—x) :

Etape 4 : On résout a I’aide du tableau de signe :
La solution de I'inéquation est

|5 =] —e0,2[U[3,4[|




2 3
>

b
) x+1 7 x+3

Le domaine de validité de I’équation est R\{—1,—3}.
Etape 1 : On se rameéne a zéro (on passe tout a gauche). Soitx € R\{—1,—-3}.
> > ’ = ’ ’ >0
x+1 7" x+3 x+1 x+3 =

Etape 2 : On met les fractions au méme dénominateur : Soit x € R\{—1,—-3}.

2 3 2(x+3) 3(x+1)
— >0 < - >
x+1 x+3 (x+1)(x+3)  (x+1)(x+3)
2x+6—-3x—3 >0
(x+1D)(x+3) —
—x+3
— >0.
(x+1)(x+3) —
. . . —x+3
Etape 3 : On détermine le tableau de signe de x — ————:
(x+1)(x+3)
X —oo -3 -1 3
Signe de —x+3 + + : + 0
Signe de x+ 1 — . O +
Signe de x +3 — 0 + A +
Signe de :
—x+3 + - + 0
(x+1)(x+3) :

Etape 4 : On résout a I’aide du tableau de signe :
La solution de I’inéquation est

|5 =] —e0,=3[U] - 1,3]]




<)

20x+2)  3(x+2)

x+1 x+3

Le domaine de validité de I’équation est R\{—1,—3}.
Etape 1 : On se raméne a zéro (on passe tout a gauche). Soitx € R\{—1, —3}.

2(x+2) _ 3(x+2) 2(x+2) 3(x+2)

— <0
x+1 x+3 x+1 x+3

Etape 2 : On met les fractions au méme dénominateur (en factorisant au maximum)
: Soitx € R\{—1,—-3}.

2(x+2) 3(x+2) 2x+2)(x+3)  3(x+1)(x+2)

0 - <0
e (e D+3) (e 1)(x+3)
o 24E+3) -3+ DEr+2)
(x+1)(x+3)
o G+2PE+3) -3+
(x+1)(x+3)
(x+2)(—x+3)
e T T 20
(x+1)(x+3)
Etape 3 : On détermine le tableau de signe de x — w .
(x+1)(x+3)
by —oo -3 ) 1 3 -
Signe de —x+3 + n n : N 0 -
Signe de x+ 1 - - O . : . .
Signe de x+3 _ - - 0 N .
Signe de x+ 2 o O n n : N .
Signe de § %
(@42)(=x+3) — + 0 B N ! -
(x4+1)(x+3) : E

Etape 4 : On résout a ’aide du tableau de signe :
La solution de I’inéquation est

(=] — o0, =3[U] =2,—1[U[3, [




Exercice 3 - Soient a et b deux réels strictement positifs distincts.

a b
1. Montrer que -+ — > 2.
b a
Soient a et b deux réels strictement positifs distincts. On a

b
Z + = >2 <= d®>+b* > 2ab en multipliant par ab > 0
a

— a®>—2ab+b*>>0
— (a—b)*>0.

NS . P a b
La derniere inégalité étant vraie, on en déduit que b +—->2.
a

<1+1
a+b a b

Soient a et b deux réels strictement positifs distincts. On a

2. Montrer que

1 1 1 a+b a+b
<-—+- = 1< +
a+b a b

en multipliant par a+5 > 0

b
= 1<24+24+2
a b
b a
= 1< —+4+-
a b

Comme a et b sont strictement positifs, cette derniere égalité est donc vraie.



Exercice 4 - Etablir les inégalités suivantes. Les questions de cet exercice sont indépendantes.
2

t
1. VteR,, T <t

2. VY(x,y) €R7,



Exercice 5 - Majoration d’'une somme. On note,

n
1
VneN,  S,=) 5
k=1
1. Montrer que,
1 1
VkeN, k>2, — <
D 2 Skk—1)
Soitk € N, k> 2. On a,
—k<0

donc K —k<k?
donc  k(k—1) <k

donc —_>

car la fonction x — 1 est décroissante sur |0, +oo[.

2. Déterminer deux réels a et b tels que,

1 a b
VkeN, k>2, =—
Kh—1) &k k=1
Grace a une décomposition en éléments simples, on obtienta = —1 etb = 1.

3. En déduire, pour tout n € N,n > 2, une expression simplifiée de la somme suivante
i 1
= k(k—1)

En reconnaissant un télescopage, on obtient,

Ii’zk(kll)i(kllllc>lilft

k=2

4. En déduire que

1
VneN, n>2, Sp<2——
n
On sait que
1 1
VkeN, k> 2, =< —-.
ENEZS B S—

Soit n € N,n > 2. En sommant les inégalités précédentes, on obtient,
n

1
— < )
k:zzkz kgzk(kfl)

! 1

De plus,
n 1 n l

k=2 k=1

Donc finalement I’inégalité devient,

c’est-a-dire |



Exercice 6 - Minoration d’'une somme. On note,

n
vneN', S, =Y
k=1

1=

1. Montrer que, pour tout x > —1, on a In(1 +x) <x.

On souhaite montrer que
pour toutx > —1, In(x+1)—x<0.
Pour cela, on introduit la fonction suivante

g: |]—1,4 — R
x — In(x+1)—x

La fonction g est dérivable sur | — 1, +oo] et

1 I —(x+1 —X
pour tout x €] — 1, +oo], g/(x):x+1_ _ x(+1 ):x+1

On en déduit le tableau de signe de la fonction g’, puis les variations de g.

X —1 0 o0
x4+ 1 + 0] +
g (x) + 0 -

g o0 — O T

Du tableau de variations de g, on en déduit que
pour tout x > —1, g(x) <0,
c’est-a-dire

pour toutx > —1, In(x+1) <x.

2. En déduire que

VkeN*, —>In(k+1)—In(k)

| =

D’apres la question précédente,
Vx> —1, x>In(l+x)

Soit k € N*. Comme L > —1, on obtient,

k
! >In(l+-)
k k
De plus,
In(1+ %) =1 (%{) =In(k+1)—In(k)
Ainsi,

3. En déduire que



Pourtoutn > letk e {l,...,n},ona

1>ln 1+1
k= k

Donc, en sommant ces inégalités, on obtient, pour tout n > 1,

Flof(i]
S, = - > In 1+>
! -k a k

Or, par télescopage, on obtient, pour tout n > 1,

kflln <1+i> —killn <k*k‘l) = Y (In(k+ 1)~ In(k)) = In(n + 1)

k=1

Et donc, finalement, Vn>2, S, > In(n+1)

10



2 Majorant, minorant, ect.

Exercice 7 - On considere les ensembles de nombres suivants. Ces ensembles sont-ils majorés? Minorés?
Préciser les bornes supérieures, inférieures, le maximum et le minimum s’ils existent. On pourra s’ appuyer
sur une représentation graphique.

a) A =]0,4]U{5}U[7,+oo].

Non majoré.
Minoré par 0.
sup(A) = +oo
inf(A) =0

Pas de maximum
Pas de minimum

1
b) B:{1+—|n€N*},
n

Majoré par 2.
Minoré par 1.

sup(B) =2

inf(B) = 1

Maximum qui vaut 2.
Pas de minimum.

c) C={sin(x) | xeR}

Majoré par 1

Minoré par —1.
sup(C) =1

inf(C) = —1
Maximum qui vaut 1.
Minimum qui vaut —1.

d) D={(—1)"n|neN}.

Non majoré.

Non minoré.
sup(D) = +oo
inf(D) = —eo

Pas de maximum.
Pas de minimum.

11



Exercice 8 - Les parties suivantes de R admettent-elles une borne supérieure et une borne inférieure? Si
oui, les déterminer. On pourra s’ appuyer sur une représentation graphique.

a) A={(-1)"+1 neN*} sup(A) = 3 et inf(4) = —1

[\S][8)

b) B={1+1L1 (nm)e (N*)?} sup(B) =2 etinf(B) =0

12



Exercice 9 - Soient A et B deux parties non vides de R. On suppose que
YacA,VbeB, a<b (H)

Montrer que sup(A) et inf(B) existent et que sup(A) < inf(B). A-t-on égalité ?

e Existence de sup(A). On sait que B est non vide : il existe by € B. Ainsi, (H) donne
VaeA, a<by

Donc la partie A est majorée (par bgy). De plus, par hypothese, la partie A est non vide.
Elle admet donc une borne supérieure.
e Existence de inf(B).On prouve de méme 1’existence de inf(B).
e Soit b € B. D’apres (H),
Ya € A, sup(A) <b

Ainsi b est un majorant de la partie A. Or, sup(A) est le plus petit majorant de A. Donc,
sup(A) <b

Ainsi, on a prouvé que
Vb € B, sup(A) <b

Ce qui veut dire que sup(A) est un minorant de la partie B. Or inf(B) est le plus grand
minorant donc,
sup(A) < inf(B).

13



Exercice 10 - Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. On définit I’ensemble A U B par
AUB={x|x€AouxecB}

Montrer que A U B est bornée et exprimer sa borne supérieure et sa borne inférieure en fonction de celles de
AetdeB.

On peut montrer que

sup(AUB) = max(sup(A),sup(B)) et inf(AU B) = min(inf(A),inf(B))

Les parties A et B sont bornées et non vides. Elles admettent donc chacune une borne supérieure.
De plus, comme par exemple A est non vide, AU B est non vide. De plus,

Vx € AUB, x < max(sup(A),sup(B))

En effet, six € AUB,

e soitx € A et alors, x < sup(A) < max(sup(A),sup(B)),
e soitx € B et alors x < sup(B) < max(sup(A),sup(B)),

Ainsi, la partie A U B est majorée. Elle admet donc une borne supérieure. De plus, I’inégalité
précédente permet de déduire que

sup(AUB) < max(sup(A),sup(B))

Il reste & montrer que
max(sup(A),sup(B)) < sup(AUB)

Pour se simplifier, on suppose que sup(A) < sup(B) et ainsi,

max(sup(A),sup(B)) = sup(B).

Il reste donc a montrer que
sup(B) < sup(AUB)

Soit b € B. Alors b € AUB et donc,
b <sup(AUB)
Ceci étant vrai, pour tout b € B, on en déduit que

sup(B) < sup(AUB)

14



3 Valeur absolue
Exercice 11 - Donner une expression de la fonction f sans valeur absolue, ou f est définie par
pour tout x € R, flx) = |x¥* —5x+6|.
Par définition de la valeur absolue, on sait que

2 S0 <
VreR, f(x)—{x 5x+6 sint—5x+6<0

Tl (@ —5x+6) six*—5x+6<0

On peut alors déterminer le signe du polynéme du second degré x +— x> — 5x + 6. Comme
A =1>0, ce polyndme admet deux racines réelles qui sont données par 2 et 3. Ainsi, on obtient
le tableau de signe suivant.

x —oo 2 3 oo
Signe de x* — 5x+ 6 + 0 - 0 +

On obtient donc,

2 _ 1 — oo oo
VreR, f(x):{ x*—5x+6 six €] —o00,2] U3, 400

—(x? =5x+6) sixe€]2,3]

15



Exercice 12 - Résolution d’(in)équations, niveau 1. Résoudre dans R les équations/inéquations suivantes

a) [x+3]=3

Soitx€R.Ona:
x+3|=3<x+3=30ux+3=-3

<Sx=0oux=-6

Donc I’ensemble des solutions est:

{Ov 76}

b) [x—3|>4
SoitxeR. Ona:
[x—3]>4<x—3>40ux—3<—4
Sx>Toux < —1

Donc I’ensemble des solutions est

| = oo, =1JU[7, 4]

¢) [7-3x|<5

SoitxeROna

&S —-12< -3 x< -2
S12>23x2>22
2

Donc I’ensemble des solutions est:

d) 2< [x+1]<3

S=[-4,-3]U[l1,2]

16



Exercice 13 - Résolution d’(in)équations, niveau 2. Résoudre dans R les équations/inéquations suivantes

a) Bx—1]=]|—-1—x]
L’équation est définie sur R. Soitx € R. On a

Bx—1|=]—-1—x] <= 3x—1=—1—xo0u3x—1=1+x
= 4x=0o0u2x=2
<= x=0o0ux=1.

L’ensemble des solutions est donc . = {0,1}.

b) x> —dx+5|=|x—1]
L’équation est définie sur R. Soitx € R. On a
W —dx45|=|x—1| <= > —dx4+5=x—loux’ —dx+5=—(x—1)
= X —5x+6=00ux’—3x+4=0
— (x—2)(x—3)=0o0ux’>—3x+4=0.

Or I’équation x> — 3x +4 = 0 n’a pas de solutions car de discriminant A=9 — 16 = —7
strictement négatif, LI’ ensemble des solutions est donc . = {2,3}.

c) xx|=3x+2

L’équation est définie sur R. Soit x € R.

(3++/17) (apres

N —

e lercas: x> 0. Alors x|x| =3x+2 <= x> =3x+2 < x=

calcul du discriminant, la racine devant étre positive).
e 2ieme cas: x < 0. Alors x|x| =3x+2 <= x> =3x+2 <= (x+1)(x+2) =

0 < x=—-loux=-2.
1
L’ensemble des solutions est donc . = {—1, -2, 5(3 +V17}.

d) [x[+x+1]=2

On a,

17



Exercice 14 - Démonstration d’une inégalité.
1. Démontrer que
Vx,y €R, |2x| < |x+y|+ |x—y]

Soit x et y deux réels. On sait que
2x] = petx| = ety +x -yl
Donc, en utilisant I’inégalité triangulaire, on obtient que

2x] < Jx+yl+x -yl

2. En déduire que
o,y € Ryl + [y < e y[ + e =y

Soit x et y deux réels. D’apres la question précédente, on a,
1
o < 5 (vl + =)
Or, on peut montrer de méme que

)

1
o < 5yl =y

Et donc, en sommant ces deux égalités, on obtient,

[+ Iy < eyl + [x =y

18



Exercice 15 - Démonstration d’une inégalité.
1. Démontrer que

Va,b Ry, Va+b<a+Vh
Soient a et b deux nombres réels positifs. On peut commencer par remarquer que
(Va+Vb)? =a+2yavVb+b

Or, 2\/5\/5 < 0, donc,
(Va+Vb)* <a+b

On obtient alors, en passant a la racine carrée, qui est croissante sur R,

\/a—&-ﬁﬁ va+b
car \/ (v/a+v/b)? = |\/a+/b| = \/a++/b par positivité.

2. Démontrer que

Viu€Rytqr >u, onat—u>t—+/u

Soient ¢ et u deux nombres réels positifs, avec r > u. Comme ¢ — u et u sont positifs, en
utilisant ’inégalité de la question précédente, on obtient,

Vi—ut+u<vt—u++u

c’est-a-dire

Vi<Vi—u++u

et donc,

Vi—u>+t—u

3. Démontrer que
Ve,u € R/t —ul > [\/|t| = /lull

Soient 7 et # deux nombres réels. On souhaite montrer que
V=l < Vil = V]ul < VIt =]
Commengons par montrer que
Vit = VIul < Ve =u]

D’apres I’inégalité triangulaire, on a,

1] = [t —utu < |t —ul + |u]
Or, la fonction racine carrée étant croissante sur [0, +oo[, on obtient,

VIt <Vt —ul +ul
En utilisant I’inégalité de la question 1, on obtient alors,
VIl < Vie—ul+ul < Ve —ul++/lu]

Ainsi, on a bien montrée que

VIt =V ul < /It —ul

La seconde inégalité se montre de méme.

19



Exercice 16 — Soient a et b deux nombres réels strictement positifs tels que

\/g+\/§:\f5
R
\/EJF\/E\TS

Donc, en élevant au carré cette égalité, on trouve que

Montrer que
=1

On sait que

D’ou
a
423
b +
On a alors,
2 2
a b B a b
b al  \Vob a
a b
-2 247
b - a
=3-3
=1
Ainsi, en passant a la racine carrée, on obtient

=1 ou

-1

la deuxieme possibilité étant impossible car une valeur absolue est positive.

20



4 Partie entiere

Exercice 17 - Partie entiére d’'une somme et d’un produit.
1. Montrer que de maniere générale, pour x et y deux nombres réels.

[x+y] # [x] + ]

On a, par exemple,

574+ (=0.1)] =5 alors que 157]+]-0.1]=5-1=4

2. Démontrer que
VxeRVneZ, |x+n|=|x|+|n]=|x]+n

Soitx € Ret n € Z. Par définition de | x|, on sait que
|x] <x<|x]+1

Et donc,
x| +n<x+n<|x]+n+1

Ainsi, k = | x| +n est un entier (car |x| est un entier) vérifiant
k<x+n<k+1
C’est donc la partie entiere de x+n :

lx+n]=k=|x]+n

3. Atonpourx€RetneZ, |nx| =n|x|?

Faux en général. On a, par exemple,

2x12|=1 alors que 2[=]=0

4. Montrer que,
VxeRVneN*, 0< |nx|—n|x|<n—1

Soient n € N* et x € R. Par définition de la partie entiere,
|x] <x<|x]+1
En multipliant par n > 0, on a donc
nlx| <nx<nl|x|+n

e D’une part, on a donc n|x| <nxetn|x] € N. Or la partie entiere de nx est le plus grand
entier inférieur ou égal a nx. On en déduit que n|x| < |nx]. Donc 0 < |nx| —n|x].
e On a également nx < n|x| +netn|x|+n & N. Or |nx]| + 1 est le plus petit entier
strictement supérieur a nx. On en déduit que |nx| +1 <n|x|+n. Donc |nx| —n|x| <n—1.
D’ou

0<|nx|—nlx]<n-—1

21



Exercice 18 - Montrer que pour tout 7 € N, on a

|(Vn+vVn+1)?] =dn+1.

22



Exercice 19 — Soit f la fonction définie sur R par,

pourtoutx €R, f(x) =x—|x].

Soit x € Z. Calculer f(x).

Calculer f(2.5) et f(%).

Pour x € [0, 1], simplifier I’expression de f.
Démontrer que pour toutx € R, f(x+1) = f(x).
En déduire la courbe représentative de f.

LW N =

v ok

23



Exercice 20 — Résoudre dans R les équations suivantes.
a) |x]=3
Soit x € R. On a,

[x] =3 <= 3<x<4

Donc
S=[3,4]

Soit x € R. On a,

Donc

¢) |—x—1]=38
Soitx € R. On a,

|-x—1]=8 <= 8<—x—1<9
<— 9< —x<10
<— —10<x< -9

Donc
S=]-10,-9]

d) [+x+1]=2
Soitx € R. On a,

P +x+1]=2 <= 2<+x+1<3
= x2+x+122etx2+x+l<3
< x2+x7120etx2+x72<0

Apres calculs (non détaillés ici), on trouve,

S:}72,%(717ﬁ)]u[%(\@fl),l[

24



Exercice 21 - Dans cet exercice, on cherche a calculer

1104
Zf
1. Montrer que
1
Vk>1, Vk+1— Vk< — <Vk—vVk—1
2vk
Soit k > 1.
e Ona
k+1*\/};:(\/k+lf\/%)(\/k+l+\/%): 1
Vk+1+Vk VEk+1+Vk
Or
VEk+1+Vk > Vik+Vk=2Vk
Donc 1 1
VAT -k oL
VE+T+vEk  2Vk

e De méme,

Vi k_lz(\//;—\/k—l)(\//;+\/k—l)_ 1

Vik+vVk—1 C Vk+VEk—1
Or
Vik+Vk—1 < Vk+Vk=2Vk
Donc 1 1
Vik-vVk—l=—— >
Vk+vk—1" 2vk
Finalement,

\/k+1—\/i<L<\/l?—\/k—1
2Vk

2. En déduire que,

no]
VneN* 2vn+1-2<Y) — <2ya
= vk

En sommant I’encadrement précédent, on obtient donc

Y (VEFT-VR) < X5 < (VR Vi),

k=
soit, par télescopage,
1 &1
n+l—-1<-) —<
v My
soit

n 1
2Vn+1-2<Y) — <2yn
k:l\/];

3. En déduire la valeur de S.

Grace a la question précédente,

VIO T -1 < 5 Z—<\/104—100

VIOA+1—-1>VI10*—1=100—1=199
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1
< 100. Donc,

1 104 1
L,;A -

1 10
Donc,9< - ¥
2=

=

k
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Exercice 22 — Oral CCINP PC 2018. On définit la fonction f par

fix—x l— {EJ
X X

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

La valeur O est clairement interdite. De plus, par définition de la partie entiere,
, 1 1 1
Vx € RY, LJSSLJJrl
X X X

11
Vx € R¥, —H >0

En particulier,

Ceci montre que f est définie sur R*.

2. Montrer que Vx € R, ()] < |x]

Soit x € R*. Par définition de la partie entiere,

et
-y

1
x
Donc, par croissance de la racine carrée sur [ ,Foof (le

Question 1), on a,
T
X X

=ty 1= 5] <m

En particulier,

Vx € R*,

s deux quantités étant positives, cf

Ainsi,
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Exercice 23 - En utilisant la calculatrice mais sans utiliser la fonction racine carrée de celle-ci, déterminer
les approximations décimales de v/2 par exces et par défaut 2 1073 pres.
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