TD 14 - Etude d’une suite numérique

Exercice 1- Récurrences envrac. Les questions de cet exercice
sont indépendantes.
1. Soit la suite (uy,),en définie par ug = 11 et pour tout n € N,
Un+1 = Su,. Montrer par récurrence que

pour tout n € N, u, =11x5"

2. Soit (v;)nen la suite définie par vo = 4 et pour tout n € N,
Vil = %vn -+ 2. Montrer par récurrence que,

pour tout n € N, 3<y, <5

3. Pour tout n € N*, on note S, = 1+ 2+ ---+ n. Montrer par
récurrence que,

1
pour tout n € N*, Sp = @

1 Etude qualitative d’une suite

Exercice 2 - Calcul des termes d’une suite. Dans chaque cas,
donner les quatre premiers termes des suites suivantes.
1. On définit la suite (u,),en définie par

_ n+1
C 2n+1°

pour toutn € N, u,

2. On définit la suite (v,),en définie par vo =2 et
pourtoutn € N, v, =v,+2"
3. On définit la suite (wy,),en définie par wo =1, wy = —2 et
pourtoutn € N, w0 =2w, —Wwyyg.

Exercice 3 - Suite stationnaire. Montrer que la suite (u,),en est
stationnaire, ot (up)ne N est définie par

up=vV2++3
pour tout n € N, w1 = |u2 —2|

On pourra commencer par calculer les quatre premiers termes de
la suite pour comprendre ce qu’il se passe.

Exercice 4 - Monotonie d’une suite. Etudier le sens de variation
des suites de termes généraux suivants.

a) Pourtoutn € N*, u,, =5 —3" (avec la Méthode 1)
b) Pour tout n € N*, u,, = % (avec la Méthode 1)
¢) Pour tout n € N*, u,, = n— n? (avec la Méthode 1)
d) Pour tout n € N*, u, = 2 (avec la Méthode 2)

e) Pourtoutn € N*, u, = \% (avec la Méthode 2)

n

f) Pour tout n € N*, u,, = [ (1+3%) (avec la Méthode 2)
k=0

g) Pour tout n € N*, u,, = 272" (2”") (Méthode a choisir)
2n+2

h) Pour toutn € N*, u,, = Y}, # (Méthode a choisir)
k=1

Exercice 5 - Monotonie d’une suite. On consideére la fonction
f:R — R définie par,

Vx eR, f(x)=exp(—x)—1

et on considére la suite (u,),en définie par, pour tout n € N, u, =
£(n).
1. Montrer que la fonction f est décroissante sur R.
2. En déduire que la suite (uy)nen est décroissante (avec la Méth-
ode 3).

Exercice 6 — Suites bornées. Montrer que les suites de termes
généraux suivants sont bornées.

a) Pourtoutn € N*, u, = —

b) Pour tout n € N*, v, = (—1)" (1 — )
1

¢) Pourtoutn € N*, w, = — 4 (—1)"
n

(_ni)n + Sin(zn)

d) Pourtoutn € N*, z, =

2n+1
e) Pourtoutn € N*, A, = nt +e"
n+1
3 2
f) Pour toutn € N*, o, = y +(—1)"arctan (%)

Exercice 7 - Suites bornées. Déterminer si les suites suivantes
sont majorées/minorées/bornées (on pourra représenter graphique-
ment les premiers termes de la suite pour conjecturer le caractére
majoré/minoré/borné de la suite).

a) VneN, u, =(—1)" b) Vne N*, v, = (—1)"xn

d) Vn € N*, = 2n%+1

¢) VneN*, w, =sin(n) T

2 Suites remarquables

Exercice 8 - Suites arithmétiques. Pour chacune des suites,
déterminer la valeur de u, en fonction de n.

1) up =1
pour toutn € N, up4) =u,+3

2){u0—2

pour toutn € N, wu, | =u, —4

3)Q M5
pour tout n € N*, w4 :u,,—l—%

Exercice 9 - Suites géométriques. Pour chacune des suites,
déterminer la valeur de u, en fonction de n.

1) up =1
pour toutn € N, u,11 = Tu,

2){ up =2

pour toutn € N, u,+1 = —3u,

u =4
pour tout n € N*, w11 = y7un



Exercice 10 - Suites arithmético-géométriques. Pour chacune
des suites, déterminer la valeur de u,, en fonction de n.

) up =1
pourtoutn € N, u,11 =4u,—6

)q Ho= i
pour toutn € N, u,4| = %un —&—%

Exercice 11 - Suites récurrences linéaires d’ordre 2. Pour cha-
cune des suites, déterminer la valeur de u,, en fonction de n.

1) up=0,u; =1
pour toutn € N, w19 = 3upy) —2u,

2)¢ 0= Lui =9
pour tout n € N, 12 = U1 — St

3) uy = O,Ltl =1
pour toutn € N, wupi0 =1y — %u,,

Exercice 12 - Nature de la suite & savoir identifier. Donner le
terme général des suites définies ci-dessous.

a) by =3 etpourtoutn >2,2b, =b,_1,
b) c; =10etpourtoutn > 1, cpy) —cx =3
¢) up =0etpourtout j > 1,3u; —2u; 1 =1.

d) hop=1,h; =0etpourtout p €N, hy,2 =2h,.

3 Approfondissement

Exercice 13 - Soit (u,)nen une suite arithmétique telle que
11
u =4 et Z u, = 164
k=4

Déterminer la raison de cette suite.

Exercice 14 - On considere les suites (#,)nen €t (v )nen définies
par up = 1, vo = 2 et pour tout entier naturel #n,

Up1 = 3u, +2v, et V1 = 2u, 4 3vy,.

1. Montrer que la suite (v, — uy)nen est constante. Préciser sa
valeur.

2. Montrer que (up)nen est une suite arithmético-géométrique.

3. Déterminer les termes généraux des suites (¢, )nen €t (Vy)nen-

Exercice 15 - Soit u la suite définie par ug = O et, pour tout n € N,
Upr1 =2+ uy.
1. Montrer que, pour toutn € N, 0 < u, < 2.
2. Montrer que la suite (#,)nen est croissante grace a un raison-
nement par récurrence.

Exercice 16 — Ecrit Ecricome ECS 2018.

1. On note
1++/5
¢ = 5

(a) Montrer que ¢ > 1.
(b) Montrer que les réels ¢ et ,é sont les solutions de
I’équation suivante

¥—x—1=0.

2. On considere la suite (u,)nen définie par, up =0, u; = 1 et
Vn € N, Up4+2 = Upy] + Uy.

Justifier qu’il existe des réels A et B tels que
1 n
Vn €N, u,,zA(p”—l—B(—(p) .

Exercice 17 - Oral MP Mines-Télécom 2024. On consideére la
suite (py)n>1 définie par,

14204+

Vn>1, p,
n!

1. Trouver, pour tout n € N*, une relation entre p,1 et p,.
2. En déduire que la suite (p,),>1 est majorée par 2.

Exercice 18 — Ecrit Ecricome ECT 2024. Dans cet exercice, on
considere trois suites (@,)n>1, (by)n>1 €t (¢n)u>1 définie par la
donnée des premiers termes

et par les relations de récurrence suivantes :
2 3 3
Qn+1 = {700+ ﬁbn + i1Cn

4 3 4
Vn € N7 bn+1 = ﬁan—|— ﬁbn + 11 6n

5 5 4
Cn+1 = 17%n + ﬁbn + Ti6n

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel z non nul,
a,+b,+c,=1.
On définit trois suites auxiliaires (x;)n>1, (Vn)n>1 €t (zn)n>1 par les
relations suivantes : pour tout entier naturel n» non nul,

Xp = an+by,+cp
Yn = *an+2bn —Cp
in— _San — Sbn +7Cn

2. Montrer que la suite (x,),>1 est constante.

Montrer que la suite (y,),>1 est géométrique de raison —ﬁ.

4. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression

de y, en fonction de n.

Montrer que la suite (z,),>1 est géométrique.

6. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression
de z, en fonction de n.

7. Montrer que, pour tout n € N¥,

(O8]

9,1

1
b, = 7()6,1 +yn) et ¢ Sxn +yn)

3 =15l

8. Déterminer, pour tout entier naturel » non nul, une expression
de a, en fonction de x,,, de y, et de z,.

9. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, I’expression de
a,, de b, et de ¢, en fonction n.
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