TD 16 — Limite d’une suite

Exercice 1 - Vrai/Faux ?. Dire si les assertions suivantes sont vraies
ou fausses. Donner un contre-exemple lorsque les assertions sont
fausses.

1. Toute suite croissante est minorée.
Toute suite convergente est monotone.
Toute suite divergeant vers +oo est croissante.
Si (Jun|)nen converge alors (uy,),en aussi.
Si (Jun|)nen converge vers 0 alors (u,)nen aussi.
Si (vn)nen est croissante et pour tout n € N, u, > v, alors () neN
est croissante.
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1 Déterminer d’une limite

Exercice 2 - Limites de référence et opérations (sans Fl). Etudier
les limites des suites suivantes.

DVYneN, u,=n’+2n—9 6)VneN*, u, =n’+6+e"

2+
)Y EN' ==l 5 =0 D=2, = =0

3)VreN, u, = —L

3—e2n

)VneN, u, =—n>—2n+1

4)Vn =2, unzzn(—1+\/1jm) NVneN, u, =/n—1

5)Vi’l>2,un:(l?:;§7x)5” 10) Vn e N*, u, = — —*

lrol—

Exercice 3 - Déterminer un équivalent des suites suivantes et en
déduire leur limite.

a) VneN,u, =n>+n’ b) Vn e N*,u, =n’+1

d) VneN,u, =n>+5"

f) VneN,u,=2"+3"
h) Vn e N*,u, =1In(n)+e™"

j) VneNu, =355

1 1
C) vneN*,I/ln:;‘i‘nﬁ

e) VneN,u, =9"+5"
g) Vn e N*,u, =In(n)+e"

i) VneN,u,=n?+e"

) Vne N u, = “;g”ﬁl

k) VneN,u, = ;2111

Exercice 4 - Limites de référence et opérations (avec Fl). Etudier
les limites des suites (uy,),>2 suivantes. Soit 1 < b < a.

HVneN, u, = 241 S)VHGN*»MF%

6)Vn e N*, u, = (Inn)®

371
2)Vne N, uy, == a3

HVneN, u, =" 4 (1)"46 7)VneN, u,= Vi +2—n

nz

HVne N, u, = —ln\%")

Exercice 5 - Reconnaitre la nature des deux suites ci-dessous, puis en
déduire leur terme général et enfin leur limite.

_a'-bp
8)VneN, u, = T

a) up=0etpourtoutn € N, u,11 =3u,+2

b) vo=—2,v; =1letpourtoutn € N, v, r = %Vn+1 — %v,,.

2 Théoreme d’existence de limite

Exercice 6 - Théoréme de la limite monotone. Soit (u,),en la
suite définie par
1

ug = —2 et VneN, un+1:§un+3.
Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u, < 6.
Montrer que cette suite est croissante.
En déduire que la suite (u,),en admet une limite finie.
Déterminer la valeur de cette limite.

Déterminer le terme général de la suite. Retrouver le résultat de
la question précédente.

kL=

Exercice 7 - Théoréme de la limite monotone. On considére la
Uy +uy,

suite (up)nen telle que up € [0, 1] et pour tout n € N, w41 = 7

1. Montrer que pour tout n € N, u,, € [0, 1].
2. Montrer que (up)nen est décroissante.
3. En déduire que (u,)qen converge vers un réel £ que I’on précisera.

Exercice 8 - Théoréme de la limite monotone. Soit (u,),en la
suite réelle définie par

up =1 et pour tout n € N, u,4q :un+u3.
1. Montrer que la suite (u,)nen st croissante.
2. En déduire qu’il existe seulement que deux comportements possi-
bles pour la convergence de la suite.
3. Montrer que pour toutn € N, u,, > 1.

4. Montrer que si la suite (u,),en converge vers un certain £ € R,
alors nécessairement £ = 0. (On pourra utiliser la relation de
récurrence de la suite.)

5. A I’aide des deux questions précédentes, en déduire que la suite
(u)nen D€ peut pas converger vers un certain £ € R.

6. Conclure quant a la convergence de la suite (#,),eN.

3 Limite par encadrement

Exercice 9 - Encadrement avec la valeur absolue. Montrer que
les suites suivantes convergent vers O :

a) Vne N*, u, = (D"

n

c) Vne N*, vnzM

nz

b) Vn € N*, u, = '+2

n

d) Vne N*, w, = cos(n)

n

Exercice 10 - Encadrement de sommes finies.
1. On considere la suite (u,),cn+ définie par

" n
Vn € N, U, =
" ];n—i—k
(a) Montrer que
1 n n
Vke{l,...,n}, - < <
RO I ) v |
(b) En déduire que
B n
Vn € N*, Egu,,gn



(c) En déduire la limite de la suite (u,),en*-
2. En déduire de méme la limite de la suite (v,),en+ définie par

1
Vn2+k

Exercice 11 - Soit f la fonction définie sur [0, 1] par, pour tout x €
[0,1], fo(x) = e3* et soit, pour tout entier n € N*, 1a fonction f,, définie
sur [0, 1] par, pour tout x € [0,1], f,(x) = (1 —x)"e~*. On pose,

n
Vn € N, V= Z
k=1

1
Vn e N, 1, :/ fu(x)dx
0

1. Calculer Iy.
2. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que,
1 n+1
VnGN, In+1 :g—Tln

3. En déduire la valeur de I; et .
1
4. Démontrer que pour toutn € N,0< [, < —.
n

+1
5. En déduire que la suite (I,;),en converge et déterminer sa limite.

4 Suites adjacentes

Exercice 12 - Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose
Up +Vy

uy=a,vo=>bet,pourtoutn € N, up,11 = \/uyv, et v, =

1. Montrer par récurrence que pour toutn € N, u, > 0 etv, > 0.
2. Montrer que

1
Va,beR,, Vab< E(a+b)

3. Montrer que pour toutn € N, u, < vj,.

4. Montrer que (uy)nen est croissante et que (vy),en est décrois-
sante.

5. Montrer que (#,)nen et (Vn)nen convergent vers une méme limite.

6. En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 13 - Démontrer que les suites (uy)nen €t (v;)nen données
ci-dessous forment des couples de suites adjacentes. En déduire que
les deux suites sont convergentes.

1. Pour tout n € N*,

n
1
un:];kz et vn:un+;
2. Pour tout n € N*,
i 1 % 1
U, = et Vv, = —
Sk+n =k

5 Suites extraites

Exercice 14 - Démontrer que les suites, de termes généraux suivants
divergent en utilisant des suites extraites adéquates.

a) YneN*, u, = (—1)"4—%,
2+ (=1)")(n+3)
B+ (1)) (n+2)

b) VneN, u, =

c) VvneN* u, = 1—|—<:os (ﬂ>
n 4

Exercice 15 - Soit (S, )nen+ la suite définie, pour tout n € N*, par

n k

S, = Z Q
-k

1. Montrer que les suites extraites (S2,)nen* €t (S2n+1)nen sont ad-
jacentes.

2. En déduire que la suite (Sy),en+ converge et donner un en-

cadrement de sa limite.

6 Suites complexes

Exercice 16 - Etudier la convergence des suites complexes de termes
généraux suivants:

1

1 n

VneN*, z, =
a) vn on 1+in

) b)VnéN,zn:
n

7 Approfondissement

Exercice 17 - Considérons la suite (S,,),en+ définie par,

n
1
Vn € N*, S, =) —.
n k;l \/l;
1. Démontrer que,
1
VkeN*,  — >2(Vk+1-Vk).

Vk

2. En déduire que la suite (S,),en+ diverge vers +oo.

Exercice 18 - Limite et suite récurrente. Soit (u,),en la suite réelle
définie par
1
up =0 et pour tout n € N, 1,4 :un+6(3n+2)
1. Etudier la monotonie de la suite (14, ),eN.
2. Etudier la convergence de la suite (tn)nen-
3. Calculer la somme suivante

n—1

Z (1 — ug)

k=0

4. En déduire I’expression explicite de la suite (1) eN.
5. Retrouver le résultat de la question 2.

Exercice 19 - Limite et suite récurrente. Soit (u,),en la suite réelle
définie par n
pourtoutn € N, u, = H(l +e7%)
k=0

—_

Calculer ug, uy,u; et us.

2. Montrons que, pour tout n € N, u, > 0.

3. On pose, pour tout n € N, v, = In(uy,).

(a) Expliquer pourquoi la suite (v,),en est bien définie.
(b) Montrer que, pour tout n € N,

ln(u,,) < m
(On pourra utiliser que, pour tout x > 0, In(1+x) < x.)
(c) En déduire que la suite (u,),en est majorée.
4. Montrer que la suite (#,),eN est croissante.
5. Montrer que la suite (u,),en st convergente.
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