O 7. Notion d’Ensemble

1 Notion d’ensemble

1.1 Mode de définition d’'un ensemble
Définition 1.1
* Un ensemble E est une collection d’objets (non répétés et non ordonnés), appelés éléments de E.
 Six est un élément de ’ensemble E, on dit que x appartient a E, et on note x € E.
* Si x n’est pas un élément de I’ensemble E, on dit que x n’appartient pas a E, et on note x ¢ E.

Ensemble . € ... L
R l1eR i ¢ R (nbre complexe)
Z -2€7Z l¢z
N 4€N -1¢N
R* V2 eR* 0¢R"
[0,1] 1efo,1] 10 ¢ [0,1]
R[x] x> x +1€eR[x] x - In(x) ¢ R[x]
Ry[x] xo Xt +1ER,[x] x e xt ¢ Ry[x]
G®) | || |eon® | || #enm

Modes de définition d’'un ensemble.
 Pour définir un ensemble, on peut tout simplement faire la liste de ces éléments. Par exemple, si on

note
E={1,2,3}

alors E est I’ensemble constitué des éléments 1, 2 et 3. De la méme maniére, si on note
PTSI = {Mayoé, Mahé, ... Emma}
alors PTSI est I’ensemble constitué de tous les éleves de la classe.

Les éléments d’un ensemble sont donnés “en vrac" (il n’y a pas de notion d’ordre). Par exemple,
les deux ensembles suivants sont égaux :

{1,3}={3,1}
Par convention, chaque élément est généralement énuméré une seule fois :

{1,2,1,3,2} = {1,2,3}

* Quand les ensembles comportent beaucoup d’éléments (parfois méme une infinité...), il est trop long
de tous les lister. Pour avoir une notation compacte d’un ensemble, on peut utiliser les deux autres
modes de définition suivant.

Forme conditionnelle avec une propriété P Forme paramétrique avec un parametre
F={xeE|P(x)} G= {f(x)|xel}
F est I’ensemble des éléments de E G est I’ensemble des éléments de E
qui vérifient la propriété P qui s’écrivent f(x) avec x € I.
x€F < P(x) est vraie yEG < ilexistex€ltel quey = f(x)

Un méme ensemble peut étre défini de deux manicres différentes. Par exemple,

(0,1} = {neN | n*=n}
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Exemple 1.2

Ensemble Eléments LE
E = {éleve € PTSI| éleve fait allemand} Alice, Rémi, Ulysse ¢ E
E={xeR|0<sx<1} 0,2,3,..- ~1¢E
E=[1,5]={keN|1<k<S5} 1,2,3,4,5 6¢E
E = {fonction f : R = R| f est paire } xsz,xHﬁ,... x—x ¢E
E = {fonction f : R > R| f' =0} x> 1, xm 2, x-x¢E
R = {(x,y)|x € R,y € R} (0,1),(-1,1),(v2, 1), ... 1¢R
E ={(x,y) € R*|x+y = 0} (-1,1),(2,-2),(=3,3),. (0,1) ¢ E
11 1 2
E = {M € My(R)|det(M) = 0} .. ¢E
11 11
E = {(p)nen| () nen est arithmétique} (2n+1)pen, (n=1)pen, - (2")nen € E
E={|xeR} 0,1,4,9,... —1¢E
E ={(t,~1)|t € R} (-1,1),(2,-2),(=3,3), - (0,1) ¢ E
E={(t,/")|teR} (1,1),(2,4),(V2,2), ... (0,1) ¢E

Exemple 1.3 On considere les deux ensembles E; et E, suivants :
E ={(x,y) eR*|x+y=1} et  E={(a,a+1)la€R}.

1. Montrer que (4,—3) € E; mais que (2,2) ¢ E.
2. Montrer que (2,3) € E, mais que (2,4) ¢ E,.

& Gestes Invisibles/Automatismes. L’ ensemble E; est donné sous forme conditionnelle (ap-
partenance ssi condition vérifiée) tandis que 1’ensemble E, est donné sous forme paramétrique
(appartenance ssi existence d’un parametre).

1. Le couple (4,-3) € E car
4+(-3)=1 (condition vérifiée)
Le couple (2,2) ¢ E; car
242+ 1 (condition non vérifiée)
2. Le couple (2,3) € E; car

il existe un parametre a = 2 € R tel que (2,3) = (a,a+ 1) (existence paramétre)

Montrons que (2,4) ¢ E,. On va raisonner par [’absurde. Supposons que (2,4) € E,.
Alors,
il existe un paramétre a € R tel que (2,4) = (a,a+1)

Donc, a =2 eta+ 1 =4. On obtient alors a = 2 = 3. Ceci est absurde. Donc (2,4) ¢ E>.
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Exemple 1.4 Remplacer les ... par le symbole adéquat entre € et ¢ et justifier I’assertion que 1’on obtient.

Appartenance ou pas

Justification

le{xeR|-1sx<1}

car —1<1<1

2¢ {xeR|x< 1}

car 2> 1

(2,3) ¢ {(x,y) eR’|y =x}

car 3 # 22

(4,2) ¢ {(x,y) € R’|y—2x = 0}

car 2—2x4+0

(1,1,—-1) € {(t,t,—1) e R’|t € R} car il exister = 1 € R tel que (1,1,—1) = (7, 1)

(2,v/2,4) € {(t,v7,1*) e R*|t = 0} car il existe 7 = 2 = 0 tel que (2,v2,4) = (t,V7,1%)

xo Xl +2x+1 €E = {P2|P€R1[x]} car il existe P:x+— x+ 1 € R{[x] tel que

Vxe R,xz +2x+1= P()()2

4 -4 a -a 4 -4 a -—a
€E, = laeR car il existe a = 4 € R tel que =
8§ 4 2a a 8§ 4 2a  a
1 2
M = ¢ E, car (raisonnement par I’absurde**)

**Montrons que M ¢ E,. Raisonnons par I’absurde. On suppose que M € E,. Alors,

g N (1 2\ [a =-a
il existe un parametre a € R tel que M = (_3 6) = (Za B )

En identifiant les coefficients, on obtient,

a = 1
—a = 2
2a = -3

a = 6

Ce qui est absurde. Donc M ¢ E,.

Définition 1.5 — Ensembles particuliers.
» L’ensemble ne contenant aucun élément est appelé 1’ensemble vide, et est noté &.
 Un ensemble ne contenant qu’un seul élément est appelé un singleton, et est noté {x} lorsque x est
I’unique élément de cet ensemble.

Exemple 1.6 Pour chacun des ensembles suivants, trouver une équation dont il est I’ensemble des solutions
réelles.

a) {1} L’équation x — 1 = 0 d’inconnue x € R
b) @ L’équation x> +1 =0 d’inconnue x € R
¢ {2,3} L’équation (x—2)(x—3) = 0 d’inconnue x € R
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1.2

Inclusion d’ensembles
Définition 1.7

On note alors F' C E.

On note alors F ¢ E.

* On dit qu’un ensemble F est inclus dans un autre ensemble E (ou F' est un sous-ensemble de £ ou
bien encore F' est une partie de E) si tout élément de F appartient a E :

pourtoutx € F, x€E.

* On dit qu’un ensemble F n’est pas inclus dans E s’il existe un élément x € F tel que x ¢ E :

ilexistex€ F, x¢E.

Inclusion Non inclusion

Exemple 1.8 Remplacer les ... par le symbole adéquat entre C et ¢.

Inclusion ou pas

Inclusion ou pas

{0} c{0,1,2,3}

{f:R > R|f paire} ¢ {f:R — R|f impaire}

{0,4} ¢ {0,1,2,3}

{(un)nENl(un)neN Cte} c {(un)neNl(un)neN arith'}

[0,1]CcR {(a,—a)|la € R} C {(x,y) e R*|x+y =0}
[-1,1] ¢ [2,3] {(a,1-a)la€R} ¢ {(x,y) e R*|x+y =2}
[0,1] ¢ [0, 1] {M € My(R)|det(M) =0} ¢ Ms(R)

R3[x] ¢ Ry[x]

{P’|P e R [x]} ¢ R[x]

Ri[x] € Ry[x]

{P*|P € R[x]} C Ry[x]

Il ne faut pas confondre I’appartenance € (élément appartenant a un ensemble) et 1’inclusion (ensemble

inclus dans un autre ensemble).

Exemple 1.9 Rayer les assertions mathématiques qui n’ont pas de sens.

2€{2,4,5} 2 Ca2H,

2

; {2} c {2,4,5}

Exemple 1.10 Compléter les phrases avec les symboles €, ¢, C, ¢ afin que les phrases mathématiques soient

vraies par rapport au schéma donné.
a) xeE

c) xeF
e) {x}CE

g) YEE

b) ECF B
d) F¢E

f) yeF E oy
h) {y}¢E
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Proposition 1.11 — Transitivité de I'inclusion. Soient E, F et G trois ensembles. Alors,

SIECFetF CcGalorsE CG.

Interprétation géométrique.

? Pour démontrer que F est inclus dans E, voici la rédaction habituelle.

Soit x € F. Montrons que x € E.

*Insérer raisonnement mathématique*
Doncx€E.D’ou F CE.

Exemple 1.12 Montrons que

F={3a+1|a€[0,1]} c [1,4]
Espace ambiant : I’ensemble des nombres réels R.
e Soitx € F, c’est-a-dire
il existe un parametre a € [0, 1] tel que x =3a+1 (existence parameétre)
* Montrons que x € [1,4], ¢’est-a-dire montrons que

I<x<4 (condition a vérifier)
Ona Os<asl|
Donc 0<3a<3

Donc 1<3a+1<4
C-a-d 1<x<4

Donc x € [1,4]. D’ou F C [1,4].

Exemple 1.13 Montrons que
2n . .
F={x—x"|neN} c E={f|f:R— Restune fonction paire }.
Espace ambiant : I’ensemble des fonctions définies sur R.
Soit f € F, c’est-a-dire

S N 2 . X

il existe un parameétre n € N tel que Vx € R, f(x) =x" (existence parametre)
Montrons que f € E, ¢’est-a-dire montrons que

f est une fonction paire (condition a vérifier)

Tout d’abord, le domaine de définition de f, I’ensemble R, est symétrique par rapport a 0. Puis,
on a,

VxeR,  f(-x)=(-x)" =2 = f(x)
Donc, f est paire, c’est-a-dire f € E. D’ou F C E.
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Exemple 1.14 Montrons que
F={(xy)eR|x+y=0} C E={(t,~1)|t R}
Espace ambiant : ’ensemble de couples de nombres réels R%
Soit (x,y) € F, c’est-a-dire
x+y=0 (condition vérifiée)
Montrons que (x,y) € E, ¢’est-a-dire montrons que
il existe t € R tel que (x,y) = (¢,—1) (existence paramétre)

Brouillon. On cherche ¢ € R tel que (x,y) = (z,—¢). Comme y + x = 0, on peut remarquer que
(x,y) = (x,—x). Posonst=x€R.Ona

(x,y) =(x,—x) carx+y=0
= (t,—t) par choix de ¢

Donc (x,y) € E.D’ou F CE.
Exemple 1.15 Montrons que
F={f:R-R|festimpairc} C E={f:R-R|f(0)=0}

Espace ambiant : I’ensemble des fonctions définies sur R.

Soit f € F, c’est-a-dire

f est impaire (condition vérifiée)
Montrons que f € E, ¢’est-a-dire montrons que
f(0)=0 (condition a vérifier)

Comme f est impaire, on sait que

VxeR, fl=x)=—f(x).

En particulier, on obtient

£(0) =-£(0) c-a-d 2f(0)=0 c-a-d f(0)=0
Donc f € E.D’ou F CE.

2 Pour démontrer que E n’est inclus dans F', voici la rédaction habituelle.

On cherche un élément x € E tel que x ¢ F. Soitx = .....

e D’une part, x € E car *insérer raisonnement*.
» D’autre part, x ¢ F car *insérer raisonnement.*

Ainsi, on a exhibé un élément x € E tel que x ¢ F. D’ou F ¢ E.

Exemple 1.16 Montrer que )
E=[-1,1]¢ F={a"| aeR}.
Espace ambiant : ’ensemble des nombres réels R.
On cherche une nombre réel x

e qui appartient a E (c’est-a-dire qui est compris entre —1 et 1)
* mais qui n’appartient pas a F' (c’est-a-dire qui n’est pas le carré d’un nombre réel).

Soitx=-1€R.

e D’une part, x € E (condition vérifiée)
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 D’autre part, montrons que x ¢ F. Pour cela, on raisonne par I’absurde. Supposons par
I’absurde que x est dans F'. Alors,

ilexistea € R, —1 = a* (existence parametre)
Alors, on aurait que —1 = a” 2 0. C’est absurde. Donc x ¢F.
Ainsi, on a exhibé un élément x € E tel que x ¢ F. Donc E ¢ F.
Exemple 1.17 Montrer que
E ={f| f: R - R est une fonction paire } ¢ F = {xl—>x2"| n € N}

Espace ambiant : I’ensemble des fonctions définies sur R.
On cherche une fonction

 qui appartient a E (c’est-a-dire qui est paire)
* mais qui n’appartient pas a F (c’est-a-dire qui n’est pas une fonction puissance d’exposant
pair).

Soit la fonction f définie sur R par,
VxeR, f(x)=x2+l
e D’une part, la fonction f est paire, car
VieR,  f(=x)=(-x)+1=x>+1=f(x) (condition vérifiée)

Donc f € E.
* D’autre part, montrons que f ¢ F. Pour cela, on raisonne par I’absurde. Supposons par
I’absurde que f est dans F'. Alors,

o 2 . .
ilexisten €N, VxeR, f(x) =x" (existence parametre)

Alors, on aurait que f(0) =0 = 1. C’est absurde. Donc f ¢ F.
Ainsi, on a exhibé un élément f € E tel que f ¢ F. Donc E ¢ F.

Exemple 1.18 Montrer que
E = {(un)nen|uo = 0} ¢ F = {(uy)nen|(tn)nen est arithmétique }
Espace ambiant : I’ensemble des suites réelles.

On cherche une suite (u,),en

* qui appartient & E (c’est-a-dire dont le premier terme est nul)
* mais qui n’appartient pas a F (c’est-a-dire qui n’est pas arithmétique).

Soit (u,),en la suite définie par

2
VneN, U, =n

e D’une part, (i, ),en € E car ug = 0 (condition vérifiée)
 D’autre part, montrons que (u,),en ¢ F. Pour cela, on raisonne par [’absurde. Supposons
par ’absurde que (u,),en est dans F. Alors,

ilexiste r e R, Vn €N, u,y1 —u, =r (existence parametre)

Alors, on aurait que r = u; —ug = 1 = up —u; = 3. C’est absurde. Donc x ¢ F.

Ainsi, on a exhibé un élément (u,,),en € E tel que (uy,),en € F. Donc E ¢ F.
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Définition 1.19 — Principe de la double inclusion. Soient E et F deux ensembles.

E=F o ECF et FCE.

a2 Pour prouver I’égalité de deux ensembles E et F, on utilise couramment le raisonnement par double
inclusion en montrant successivement les deux inclusions :

e ECF, c’est-a-dire pour tout x € E, x € F.
*» F CE, c’est-a-dire pour tout x € F, x €E E.

Exemple 1.20 Montrer que
{(x,y) €ER*| y=3x+1}={(a+1,3a+4)| a € R}

Espace ambiant : I’ensemble de couples de nombres réels ”. Notons A I’ensemble de gauche
et B celui de droite. Montrons 1’égalité de ces deux ensembles par double inclusion.

* Montrons que A C B.
Soit u = (x,y) € A, ¢’est-a-dire

y=3x+1 (condition vérifiée)
Montrons que u = (x,y) € B, ¢’est-a-dire montrons que
il existe un parametre a € R tel que (x,y) = (a+ 1,3a+4) (existence paramétre)

Posonsa=x—1€R.Ona

¥

a+1
3x+1=3(a+1)+1=3a+4

Donc
u=(x,y)=(a+1,3a+4)

Donc u € B.D’ou A C B.

* Montrons que B C A.
Soit u = (x,y) € B, ¢’est-a-dire

il existe un parametre a € R tel que (x,y) = (a+ 1,3a+4) (existence paramétre)
Montrons que u = (x,y) € A, ¢’est-a-dire montrons que
y=3x+1 (condition a vérifier)

On a
3x+1=3(a+1)+1=3a+4=y

Donc u = (x,y) € A. D’ol B C A.

2 Pour prouver I’égalité de deux ensembles E et F', on peut aussi raisonner par équivalence.

Ona
x€E = (...) = x€F

Donc E =F.
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Exemple 1.21 Déterminer I’ensemble S = {x € R| exp(x2) -2=0}.

Espace ambiant : I’ensemble des nombres réels R.

Soit x € R. Raisonnons par équivalence.

xX€eS exp(xz) -2=0 (condition vérifiée)
exp(xz) =2
¥ =1n(2)

x=14/In(2) oux =—4/In(2)
xe {\/m(z),—\/m(z)}

IS S |

Donc § = {y/In(2),-y/In(2)}.

1.3 L'ensemble des parties d’un ensemble
Définition 1.22 — Ensemble des parties. Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de
E, notée P(E), I’ensemble des sous-ensembles de E, ¢’est-a-dire I’ensemble des ensembles A qui sont
inclus dans E. Autrement dit, on a

AeP(E) < ACE.

L’ensemble P(E) est un ensemble dont les é1é-
ments sont... des ensembles ! C’est donc un en-
semble d’ensemble. Par exemple, toute partie
de R apparait dans P(R) comme un élément, °Q o (7}
comme «un point».

Exemple 1.23
E P(E)
{Alice, Bob} {@,{Alice}, {Bob}, {Alice,Bob}}
{0,1} {2,{0},{1},{0,1}}
{a,b,c} {@,{a},{b},{c} {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

Puisque ECEet @ CE,onaE € P(E) et @ € P(E). Donc P(E) n’est jamais vide, il contient
toujours au moins @ et E.

2 Opération sur deux parties

2.1 Union et intersection

Définition 2.1 — Union de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle union de A
et B, notée A U B, ’ensemble des éléments appartenant soit a A, soit a B, c’est-a-dire

AUB={x€E|x€Aoux€B}.

Autrement dit, on a
X€EAUB < x€A ou x€B.

Définition 2.2 — Intersection de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle
intersection de A et B, notée A N B, ’ensemble des éléments appartenant a A et a B, c’est-a-dire

AnNB={x€eE|x€Aetx€B}.

Autrement dit, on a

X€EANB < x€A et x€B.
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Union Intersection
Exemple 2.3
Exemples Opération Résultats
{Alice,Bob} n {Bob, Pierre, Paul} Intersection {Bob}
{Alice,Bob} U {Bob, Pierre, Paul} Union {Alice, Bob, Pierre, Paul }
{1,2,3}n{-3,7,9} Intersection @
{1,2,3}u{-3,7,9} Union {-3,1,2,3,7,9}
]=00,3]U[2,4] Union ]—00,4]
1-1,1[uU[1,2] Union 1-1,2]
1-1,1]1n[0,1] Intersection [0, 1]
1-1,0[n[0,1] Intersection @
Zn[-7,v/2] Intersection {-3,-2,-1,0,1} = [-3,1]
Proposition 2.4 — Opérations sur les unions et les intersections. Soient A, B et C des parties de E. On
a les relations suivantes.
s ANB=BnNA * An(BNC)=(AnB)nC e« An(BUC)=(ANB)U(ANnC)
e« AUB=BUA * AU(BUC)=(AUuB)uC « AU(BNC)=(AUB)Nn(AUC)

Interprétation géométrique de AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
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Exercice 2.5 Déterminer F| N F, ou
Fi={(x,)2) ER3Bx—y+z=1} et Fy={(x,,2) ER|x—2y+7=2}

Espace ambiant : ’ensemble des triplets R?

Soit (x,y,z) € R’. Raisonnons par équivalence.

(X»Y7Z)EF10F2 = (xvyaZ)EFl gt (x,y,z)€F2

= 3x—y+z=1(cond. vérifiée) et x—2y+z=2 (cond. vérifiée)
- 3x - y + z =1
x = 2y + z = 2

On aboutit & un systeme linéaire que 1’on résout par pivot de Gauss.

X — 2y + z = 2 L] > Lz
(x,y,z)EFlﬂFg = { 3x - y + z = 1
- x = 2y + z = 2
S5y = 2z = =5 L, — L, —3L,

Nbre d’inconnues > Nbre d’équations. On choisit deux inconnues principales, par exemple x et
v, que I’on exprime en fonction de I’inconnue restante.

- 2y + 2
(xvyvz)EFlnFZ = {x 4 ‘

y = —1+%z
- _1
= T 5Z2
y = —l+§Z
1 2
= ()C,y,Z)= _§Z1_1+§Z1Z

1 2
= (xayaz)e{(_§Z7_1+§Z7Z)|ZER}

Donc

1 2
Nk = {(—gz,—l + gz,z> |z € IR}

Exercice 2.6 Déterminer F; U F, ou
F1={1} et F2={XE]R|2.X+1=0}

Espace ambiant : I’ensemble des nombres réels R

Soit x € R. Raisonnons par équivalence.

xeEFUF =4 X €EF ou xeEF
= x=1 ou 2x+1 =0 (cond. vérifiée)

1

= x=1 ou xX=-3

Donc
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2.2 Ensembles disjoints
Définition 2.7 — Ensembles disjoints. Soient A et B deux ensembles. On dit que A et B sont disjoints
si AN B = @. Autrement dit, deux ensembles sont disjoints si et seulement s’ils n’ont aucun élément en

commun.
Disjoints Non disjoints
Exemple 2.8
A B Disjoints (Oui/Non)
{6,12,13} {1,2,3} Oui
{6,12,13} [1,10] Non car élément commun (6)
R N Non car élément commun (3)
[0,1] [-1,0 Oui
]—00,-1] N Oui

2.3 Différence et complémentaire
Définition 2.9 — Différence de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle diffé-
rence de A par B, notée A\B, I’ensemble des éléments de A n’appartenant pas a B, ¢’est-a-dire

A\B={x€E|xeAetx¢B}.

Autrement dit, on a
X€EA\B < x€Acetx¢B.

Définition 2.10 — Complémentaire d’un ensemble. Soit A une partie de £. On appelle complémen-
taire de A dans E, notée E\A ou A° ou A, I’ensemble des éléments de E n’appartenant pas a A, ¢’est-a-dire

A={x€E|x¢A}.

Autrement dit, on a

YEA <= x¢A

E E
Différence Complémentaire
Exemple 2.11
Exemples Opération Résultats
R\ {0} Différence R*
[0,21\[1,3] Différence [0,1]
[0,2] Complémentaire ]—00,0[U]2,+00[
N\{2p| p € N} Différence {2p+1| pe N}
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Proposition 2.12 — Opérations avec le complémentaire. Soient A et B des parties de E. On a les
relations suivantes.
« AUA=E
cANA=0

.
S
D
o]
1]

b
o S

.
S
C
>
1l

Interprétation géométrique.

Exemple 2.13 Soit A = {x € R|x* — 3x+2 # 0}. Déterminer A.

Espace ambiant : I’ensemble des nombres réels R

Soit x € R. Raisonnons par équivalence.

X€EA = X¢A
x2 —3x+2 =0 (cond. contraire vérifiée)
x=1 ou x=2

x€{1,2}

181

Donc

A={1,2}

2.4 Produit cartésien
Définition 2.14 — Produit cartésien de deux ensembles. Soient E et F' deux ensembles. Le produit
cartésien de E par F, noté E X F, est I’ensemble des couples (x,y) tels que x € E et y € F, ¢’est-a-dire

EXF={(x,y)]x€Eety€F}.

Autrement dit, on a
(x,y) EEXF << x€E ety€F.

Si E = F, le produit cartésien E X F' se note Ez.

Un couple d’éléments est constitué de deux éléments dans un certain ordre. On distingue donc le
couple (a,b) (énumération ordonnée) de la paire {a,b} (énumération non ordonnée). Ainsi, de maniére
générale E X F # F X E car I’ordre importe dans un couple.

Exemple 2.15
E F Produit cartésien E X F'
{a} {b} {(a,0)}
{a,b} {c} {(a,c),(b,c)}
{0,1} {1,2,3} {(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}
R R ]R2={(x,y)|xERetyER}
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Définition 2.16 — Produit cartésien de plusieurs ensembles. Soient E1,...,E, des ensembles. Le
produit cartésien de ces n ensembles, noté E; X --- X E,,, est I’ensemble des n-uplets (x1,...,x,) tels que
pour tout i € {1,...,n}, x; € E;, c’est-a-dire

E; X+ XE,={(x1,...,x,)| x{ EE et ... etx, € E,}.

Si E; = --+ = E,,, le produit cartésien se note E".

Exemple 2.17 Considérons les trois ensembles suivants
A={1,2}, B={3,4}, C={6}

Déterminons A X B X C.

On a
AxXBxC={(1,3,6),(1,4,6),(2,3,6),(2,4,6)}

2.5 Quelques généralisations & une famille de parties
Les définitions et propriétés des parties précédentes se généralisent a des familles d’ensembles.

Définition 2.18 Soit (A;) <<, une famille de parties de E.
* On appelle union de la famille (A;)<;<, I’ensemble des éléments de E qui appartiennent au moins a
I'un des A; :

A;=A1UAU...UA,.
1

n

1

 On appelle intersection de la famille (A;)1<;<, I’ensemble des éléments de E qui appartiennent 2 tous
les A; :

A;=A1NAN...NA,.

n
=1

1

Exemple 2.19 — Introduction aux probabilités. On lance dix fois une piece équilibré. On note pour tout
ke {1,...,10}, P, I’événement «Obtenir Pile au k-i¢éme lancer». Décrire les événements suivants en fonction

des (P )k=1,...,10-

e L’évenement A; «On obtient Face au premier tirage»

A =P
* [’évenement A, «On obtient que des Pile»

Ay=P NP Nn---NPy
e L’événement A3 «On obtient au moins une fois Face»
A3=P NP,N--NPo=P UP,U--Py
e L’évenement A4 «On obtient Pile pour la premiere fois au troisieme lancer»
Ay=PINPNPs

e ’évenement A5 «On obtient Pile pour la premiere fois au troisieme lancer et Face pour la premiere
fois au quatrieme lancer»

A5=®

M. BOURNISSOU 14/15



Définition 2.20 Soit (A;)<i<, une famille de parties de E
On dit que la famille (A;);<;<, forme une partition de E si
1. pour touti € [[1,n], A; est non vide :

Vie [1711]], A +0
2. les A; sont deux a deux disjoints :
Vi#j,AinA;j =2

3. I'union des parties forme 1’ensemble E

o Trouver une partition d’'un ensemble revient a effectuer un «découpage» de 1’ensemble en différentes
parties pour lequel chaque élément de 1’ensemble se trouve une fois et une seule fois dans une des
parties.

Exemple 2.21 — Introduction aux probabilités. On lance un dé a six faces. On note Q I’univers, ¢’est-a-
dire I’ensemble des résultats possibles :

Q=1{1,2,3,4,5,6}

Dire si les familles suivantes forment une partition de Q.
1. La famille (A,A,,...,Aq) ol, pour tout i € [1,6], A; = {i}? Oul
La famille (A,B) o0 A = {2,4,6} et B={1,3,5}? Oul
La famille (A,A1,A3,A5)? OUI
La famille (A,A{,A3)? NON (la réunion ne forme pas I univers)
La famille (B,A1,A5,A4,Ag) ? NON (les éveénements ne sont pas deux a deux disjoints)

Nk
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