(18. Limite d’une fonction

Dans tout ce chapitre, f désigne une fonction définie sur Dy, un sous-ensemble de R, a valeurs dans R ;
I désigne un intervalle de df; a désigne un nombre réel ou —oo et b désigne un nombre réel ou +00.

Propriétés locales d’une fonction

La notion de limite (comme la notion de continuité ou de dérivabilité) est une notion locale. Pour étudier,
par exemple, la limite d’une fonction en +00, il n’est pas utile de connaitre le comportement de la fonction
sur tout IR, il suffit de 1’étudier sur un «intervalle contenant +00x».

Illustration graphique.

Exemple 0.1 La fonction sinus est-elle croissante au voisinage de 0 ? au voisinage de % ?
Réponse graphique.

1 Limite (éventuelle) d’une fonction

On cherche définir lim f(x) avec a € RU {+00} et que le résultat de la limite appartienne 8 RU {+00}.
X—a

1.1 Convergence en +0o0 ou —oo

Définition 1.1 — Convergence vers un réel. Soit ¢ un réel.

Voisinage Notation Définition

Cv.en +oo vers L € R| I =]a,+o0o[ liErnoof(x)=€ Ve>0,JAeR, Vxel, xzA=|f(x)-{| s¢
X—

Cv.en —oovers L €R|[=]—00,b[ limoof(x)=€ Ve>0,JA€ER, Vxel, xsA=|f(x)-{| <s¢
x—o—

On note alors

ligrn flx)=4¢ ou encore f(x) = 14

Comme pour les suites, ces phrases quantifiées traduisent le fait que I’écart entre la fonction est sa limite
est, a partir d’un certain moment, aussi petit que 1’on souhaite.
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Yy y
y
# 2
Thomcmcee e T
X X
La fonction semble converger La fonction semble converger La fonction semble ne pas ad-
vers 1 en +00. vers 2 en —00. mettre de limites (oscillations).
Exemple 1.2
. 1 . . x
lim 2+ - = lim = lim e =
X—+00 X x—>+00 | 4 x2 X——00

Définition 1.3 — Convergence vers l'infini. Soit £ un réel.

Voisinage Notation Définition

Cv.en +0o vers +00 | [ =]a,+oo[ | lim f(x)=+00 | VM ER, JAER, Vx€I, xz2A= f(x)=M

x—+00

Cv.en —oo vers +00 (I =]—o00,b[ | lim f(x) =400 |VMER, JAER, Vx€Il, x<A= f(x)=2M
X——00

Cv. en +00 vers —oo | [ =]a,+0o[ ligrnoof(x) =—00|VMEeER, JAER, Vxel, xz2A= f(x) <M
X—

Cv.en —oo vers —00 ([ =]—o00,b[ | lim f(x)=—-00|VMER, JAER, Vx€el, xsA= f(x)sM

X——00

)
y Y y
X X
La fonction semble converger La fonction semble converger La fonction semble converger
vers +00 en +00. vers +00 en —00. vers —00 en — 00,
Exemple 1.4
. . 3 . 3
lim Vx= lim x° = lim x° =
xX—+00 X—+00 X——00

1.2 Limite en un point, @ gauche ou a droite
Définition 1.5 — Limite & droite en un point. Soit ¢ € R.

Voisinage Notation Définition

Cv.enxy vers ¢ |I=]xo,b[ lirrgrf(x) ={ |Ve>0,JaeR, Vxel, |x—xo| <a=|f(x)-{]|<¢

x—>x0
Cv. en xy vers +00 | I =]xo,b[ lim+f(x) = 400 VMEeR, JAeR, Vxel, xzA= f(x)=2M
X—UCO
Cv. en x; vers —0o | I =]xg,b[ | lim f(x) = —o0 VMeR,JA€R, Vxel, x<A= f(x)sM
X—’Xo
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Définition 1.6 — Limite & gauche en un point. Soit £ € R.

Voisinage Notation Définition

Cv.enxy vers{ |I=]a,xo[| lim f(x)=¢ |Ve>0,3a€R, Vx€l, |x—xo|<a=[f(x)-(]<e

X—UCO
Cv.en xy vers +00 | [ =]a,xo[ | lim f(x) = +00 VMeR,JAER, Vxel, xzA= f(x) =M
)C—UCO
Cv.enxg vers —oo | I =]a,xo[ | lim f(x)=—o00 VMeR, JAeR, Vxel, xsA= f(x)sM
X—’XO

Exemple 1.7 Etudier les limites en 0" et 0~ des fonctions x )—1( etx - % On donne en plus les graphes
de ces deux fonctions.

Limite Intervalle Point ou on étudie la limite Résultat

+
xH)lCenO

x—len0”
X

+
xH%enO
X

x> Len0”
X

1.3 Limite en un point

Définition 1.8 — Limite en un point. On dit que f admet une limite (finie ou infinie) en un point xq si
¢ elle admet une limite en xaL ,
* elle admet une limite en x; ,
* et que ces deux limites coincident.

On note alors

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).
X—X() + ~

X=X X=X

Proposition 1.9 Si f possede une limite finie en x( alors f est bornée au voisinage de x.

Exemple 1.10

Limite Limite a droite | Limite a gauche Résultat

xH%enO
X

xl—»ienO
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Exemple 1.11 On considere la fonction f : R* — R définie par

2x+1 six>0
2 .
X +x+1 six<0

VxeR*, f(x) ={

Etudier la limite en 0 de f.

Exemple 1.12 On considre la fonction f : R* — R définie par
VxeR*, f(x)= x
|x|

Etudier la limite en 0 de f.
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1.4

2.1

Proposition 1.13 Si f est définie en x( et posseéde une limite en x, alors

lim £(x) = £(x0)

Exemple 1.14 Calculer les limites suivantes.

a) limx* = b) limexp(x) =
x—2 x—0

¢) limy/x = d) limIn(x) =
x—1 x—1

Unicité de la limite

est unique.

Proposition 1.15 Si une fonction admet une limite finie, en un point ou en +00 ou en —o0, alors sa limite

Attention, on a unicité de la limite a droite et unicité de la limite a gauche mais cela ne veut pas dire
que les limites a droite et a gauche sont les mémes (cf exemples précédents). De plus, on ne parle pas
d’unicité pour les limites infinies mais une fonction ne peut pas non plus avoir deux limites infinies

“différentes”.

Calculer une limite
Les limites des fonctions usuelles

Proposition 2.1 — Fonctions puissances entiéres. Soit n € N*.
* Cas n pair :

. n . n
lim x = +o0 et lim x =
xX——00 x—+00
e Cas n impair :
. n . n
lim x =—o00 et Iim x =
xX——00 x—+00

+ 00

lim x” = +o00
x——00

lim x” =

[}

lim x” = +o00

Proposition 2.2 — Fonction racine carrée. On a

lim v/x=0 et lim vx=+0o0
x—-0t x—+00

x—+00

lim /x=+c0
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Proposition 2.3 — Logarithme & Exponentielle. On a
lim In(x) = —00 et lim In(x)=+00
x—0" x—+00
lim ¢" =0 et lim ' = +o00
X——00 X—+00
lim _exp(x) = +00
‘Ii|‘nmln(\):+oo y = exp(x)

lim exp(x) =0

0

lim In(x) = —o0

—0"

2.2 Opérations sur les limites

Pour calculer des limites de fonctions, on rappelle les regles de calcul suivantes. On retiendra notamment

les formes indéterminées :
0 %)

v ™
Pour le produit et le quotient, on détermine le signe du résultat selon la reégle des signes du produit de
deux réels. Soient (£,¢') € R>.

+00 — 00, et 0Xxoo.

0+ 7 [i+d L] £x0 5

[+ #oJveo] [ £ x F[XC) 7 ] zao | 08 |
[ + -] —o] [(70 x %o [ o0 | (20 ] 0 [ £oo |
[ +00 + 400 || 400 | [ 400 x doo [[ +o0 | ENEEE
[~ + o= ] [0 x s=[Fl] So=F—0Trr]
[to0o + -o0 | EL | [0 / 0 JEL]

Exemple 2.4 Calculer les limites suivantes.

X
x+— —3e¢ en +00 XH ——=

x  2In(x) en +00

x> /x(2—x) en +00

x+1In(x)xe' en0

3
x> x° Xe' en —oco0

1 aF
X ) en (0

2
X=X +xen +00

x— e +5en—00

xl—>x3+1en+oo

2 3
XX +x en —00

M. BOURNISSOU

6/19



Exemple 2.5 Calculer la limite des quotients suivants.

Limite

Limite num.

Limite dénom.

Résultat

2x
— 9r
€ 1 nO

%= In(x)+x

X ;%3 en (=7)"

x+2

(=2)(z+5) ™ 2

X B

Ici, xg, Xg et £ peuvent étre des nombres réels, ou +00 ou —oo.

Si lim f(x)=X, et lim g(X)=¢ alors lim g(f(x))="~¢.
X—X() X—-Xo X—X(

Proposition 2.6 Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction définie sur / telle que, pour tout x € /,
f(x) € J et g une fonction définie sur J. Soit x; un élément de I ou une de ses extrémités.

Exemple 2.7

Limite

Limite “a I’intérieur”

Limite “autour”

Résultat

X )—1C+256n+oo

xH(i+5)9 en(0

X exp(%) en(

=255r3)
(S €

X n —oo

len(f{T})en 1"

(P1) On ali_rgf(x) =/

Proposition 2.8 — Caractérisation séquentielle des limites. Soient f: 1 > R, a €1 et £ € R. Alors,
les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(P2) Pour toute suite (u,) d’éléments de I qui converge vers a alors, la suite ( f(u,)) converge vers f(£).
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23

a2 Ce résultat est tres utile pour montrer qu’une fonction f n’admet pas de limite en a. Pour ce faire,
on peut en effet trouver deux suites (u,) et (v,) qui converge vers a telles que les suites (f(u,)) et

f((v,)) n’ont pas la méme limite.
Exemple 2.9 Soit f la fonction définie sur R par
Vx €R, f(x) =sin(x)

Montrer que f n’a pas de limite en +00.

Résoudre une forme indéterminée
a) Croissances comparées

Proposition 2.10 — Logarithme v.s. puissance. Pour tous a,b > 0,

. (lnx)a . b a
lim =0 et lim x |Inx|" =0
X—+00 x—0t

Proposition 2.11 — Logarithme v.s. exponentielle. Pour tous a,b > 0,
ax
lim =
x=+00 (Inx)P

Proposition 2.12 — Exponentielle v.s. puissance. Pour tous a,b >0etn € N,

. . n _ax
lim — = +o0 et Iim xe =0
X—+00 xb X—>—00
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On peut résumer de maniere informelle en disant que, au voisinage

?
de +00,
logarithme << puissances << exponentielle
Exemple 2.13
Limite Forme indéterminée | Terme “le plus fort” Résultat
xe 20 ep oo

X

x xIn(x) en 0"

X

¢
X ——en +00
2x

NS

en 0

2
PN In(x)
x—1

1 +
xe— e n(x) en 0

b) Factorisation par le terme le “plus fort”
Comme pour les suites, pour résoudre une forme indéterminée, on peut factoriser par le terme le plus

fort.

Exemple 2.14 Déterminer la limite en + 00 de la fonction x —

e +x
In(x)+x2"

v
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c) Limite en un point fini (Infroduction aux taux d’accroissements)

Lorsque 1’on étudie une limite en un nombre réel a différent de O et que I’on tombe sur une forme
indéterminée, il faut factoriser en haut et en bas par x — a puis simplifier pour faire disparaitre la forme

indéterminée.

Limite

Factorisation

Résultat

d) Changement de variables
Pour simplifier I’écriture d’une limite, on peut aussi effectuer un changement de variables.

Limite

Chg. Variable

Nvlle Limite

Résultat

1
- +
x> xeren0

XHeTen+oo
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3
3.1

Théorémes concernant les limites

Passage a la limite dans une inégalité

Proposition 3.1 — Passage a la limite dans une inégalité. Soient f et g deux fonctions définies sur /
contenant xy. On suppose que

(H1) Pourtoutx € I, ona f(x) < g(x)

(H2) La fonction f admet une limite finie £ en a

(H3) La fonction g admet une limite finie £, en a
Alors,

Ce théoreme ne donne pas 1’existence d’une limite pour f et g. Pour pouvoir I’appliquer, il faut déja

savoir que ces limites existent. De plus, comme pour les suites, le passage a la limite transforme les
inégalités strictes en inégalités larges. Par exemple,

1 . . 1
Vx>0,;>0 mais XBI_POO; = 0.

Exemple 3.2 Soit g une fonction définie sur R et soit f : R — R définie par

VxeR, f(x)=exp(g(x)).

Si f admet une limite finie £ en 400, que doit nécessairement vérifier ¢ ?
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3.2 Existence de limite par encadrement

Proposition 3.3 — Théoréme d’encadrement/des gendarmes. Soient f, g et & trois fonctions défi-
nies sur / a valeurs réelles. On suppose que

(H1) Pourtoutx € I, on a g(x) < f(x) < h(x).
(H2) Onalimg(x)=¢€Retlimh(x)=¢€R
M, x—a x—a
lim £(x) = /.

X—a

Attention a ne pas confondre le théoréme de passage a la limite dans une inégalité et le théoreme
d’encadrement. Le théoréme d’encadrement permet de démontrer 1’existence d’une limite 1 ot pour

appliquer le théoréme de passage a la limite dans une inégalité, il est nécessaire de savoir que la limite
existe au préalable.

Exemple 3.4 Montrer que
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Exemple 3.5 Soit f définie sur R — {3} par

VreR-{3}), f(x)= 3‘%‘“3(”

Déterminer, si elle existe, la limite de f en +o00.

Proposition 3.6 — Théoréme des gandarmes, cas particulier. Soient f et € deux fonctions définies
sur [ a valeurs réelles. Soit £ € R. On suppose que

(H1) Pourtoutx € I,ona |f(x)—¢| < &(x).

(H2) Ona )lci_r)lllle(x) =0.

Alors,

lim f(x) =4

X—a

Exemple 3.7 Soient € une fonction définie sur R qui tend vers 0 en O et g une fonction définie sur R qui est
bornée. Soit f définie sur R par

VxeR, f(x)=g(x)xe(x).
Déterminer, si elle existe, la limite de f en O.
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Vxel, f(x)<gk).

1. Silim f(x) = +00 alors lim g(x) = +00.
x—a x—=a

2. Silimg(x) = —oo alors lim f(x) = —00.
X—a X—a

Proposition 3.8 — Théoréme d’existence de limite valant +co par minoration. Soient f et g deux
fonctions définies sur / (contentant a) a valeurs réelles telles que

Exemple 3.9 Déterminer, si elles existent, les limites de la fonction partie entieére en +00 et en —o0.

3.3 Fonctions monotones

en b. Plus précisément,

f croissante

f décroissante

f majorée

limite finie en b

limite finie en a

f non majorée

diverge en +00 en b

diverge vers +00 en a

f minorée

limite finie en a

limite finie en b

f non minorée

diverge en —00 en a

diverge en —0o en b

Proposition 3.10 — Théoréme de la limite monotone. Soit f une fonction monotone sur I’intervalle
ouvert I =Ja,b[ (avec a < b, éventuellement infinis). Alors, f posséde une limite (finie ou infinie) en a et
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g

» Fct croissante majorée : limite finie en +00 *» Fct croissante non majorée : dv vers +00 en +00

¢ Fct croissante minorée : limite finie en —oo  Fct croissante minorée : limite finie en —oo
f >

¢ Fct croissante majorée : limite finie en +00  Fct croissante non majorée : dv vers +00 en +00

¢ Fct croissante non minorée : dv vers —co en —00 « Fct croissante non minorée : dv vers —co en —o0

Exemple 3.11 Soient f une fonction décroissance définie sur R et g définie sur R par
VxeR, gx)=f(x)—=x

Montrer que lim g(x) = —oo.
X—+00

4 Introduction a I'analyse asymptotique

Définition 4.1 On appelle voisinage de
* a € R tout intervalle de la forme Ja —h,a+h[ ou h > 0,
* 400 tout intervalle de la forme [A, +00[ avec A € R,
» —oo0 tout intervalle de la forme ] — 00,A] avec A € R.
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4.1 Introduction aux «petits o0»
Définition 4.2 Soient f et g deux fonctions définies au voisinages de a telles que g ne s’annule pas au
voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, si

£(x)
5(x) e

—

On note f(x) = o(g(x)) ou encore parfois f = o(g) (se lit « petit o »).
X—a a

o Interprétation non rigoureuse.
* Si deux fonctions f et g tendent vers +00 en a, dire que

f(x) = o(g(x))
X—=a
signifie que g tend "plus vite" vers +00 que f en a, autrement dit « f(x) et g(x) sont trés grands,

mais g(x) est encore plus grand que f(x) ».
* Sideux fonctions f et g tendent vers O en a, dire que

f) = olg(x)

signifie que la fonction g tend moins vite vers 0 que la fonction f en a, « f(x) et g(x) sont trés
petits, mais g(x) reste plus grand que f(x) ».

Exemple 4.3 Donner la bonne comparaison entre les deux fonctions données.

A comparer Comparaison Justification

2
X xetx—x en+00

2
x—xetx—x en0

xl—»letxH%en+oo
X X

leetxHizenO
X X

x> xetx exp(x) en +00

xr—>)1—(etx'—>1n(x) en 0

4.2 Introduction aux équivalents
Définition 4.4 Soient f et g deux fonctions définies au voisinages de a telles que g ne s’annule pas au
voisinage de a. On dit que f est équivalent a g au voisinage de q, si

)
o)

On note f(x) ~ g(x) ouencore parfois f ~ g (se lit « équivalent o »).
X—a a
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Regle d’or pour les équivalents. On n’écrit JAMAIS d’une fonction est équivalente a 0.

o De maniere non rigoureuse, déterminer un équivalent permet de se débarrasser de tous les termes trop
faibles. Dans une somme, on ne gardera que le terme le plus fort/grand.

Exemple 4.5 Donner un équivalent simple de la fonction donnée.

A comparer Comparaison Justification

2
x> x —1len+oo

xl—>2x2—3x+Sen +00

2, 4
x3x—x"+x en0

x 1+¢e +3xen +00

x - 5x° +3In(x) en +00

Proposition 4.6 Soit P une fonction polynomiale a coefficients réels de la forme

Vx€R, P(x) = ax" + an_lxn_1 +. +an
avecn > g, a, # 0 eta, # 0. Alors
a) En+oo:P(x) ~ aux" b) En0:P(x) ~ a,x?
x—+00 x—0

Proposition 4.7 Les opérations usuelles (produit, inverse, quotient, puissance constante) sont les sui-
vantes :

o Sif(x) ~ g(x)etAd eR¥alors Af(x) ~ Ag(x)

X—a X—a

* Sifilx) ~ gi(x) et folx) ~ ga(x)alors f1(x)f2(x) ~ g1(x)ga(x)
1
Si f(x) ~ g(x)alors — ~ —

S ) xa g(x)

1
flx
Si fi(x) e g1(x) et fo(x) e 82(x) alors 283 xoa 28

Soit @ € R. Si f(x) ~ g(x)etsi fetgsont>0 au voisinage de a alors f*(x) ~ g%(x).
X—a X—a

On NE peut PAS additionner des équivalents On ne peut pas composer a gauche par une fonction. On
ne passe donc pas aux exponentielles dans les équivalents, ni aux logarithmes, ni a une puissance qui
dépend de n ou qui n’est pas constante ! Par exemple,

x+1
~ X pourtant V/e
x—+00 X—+00

x+1

M. BOURNISSOU 17/19



alors

f) = gl et

fx) —¢

xX—=a

Proposition 4.8 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a et £ € R*. Si

Pour déterminer la limite d’une fonction, on peut donc en chercher un équivalent simple et trouver la

limite de cet équivalent.

Exemple 4.9 Trouver un équivalent simple de la fonction et en déduire sa limite.

A comparer

Comparaison

Limite

3 2
XX +x en —00

3221
-1

xl—»i—en+oo

2
X > 3x"+1
—

1

enl

+

e F42

X VxX+2x=3

en +00

a) e —1 ~ x

x—

a) @1 ~ u(x)

Proposition 4.10 On a les équivalents usuels suivants,

b) sin(x) e

X

En particulier, pour toute fonction u telle que limu(x) = 0, on a,

X—a

b) sin(u(x)) e u(x)

¢) In(1+x) 0¥

X

¢) In(1+u(x)) e u(x)

Exemple 4.11 Compléter les équivalents suivants.

2
a) e —1 ~
x—0

c) sin(x—1) o
X—

b) sin(i)

d) 1n(1+§)x

—+00
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Bréve extension aux suites complexes

D’une maniere générale, de méme que pour les suites, on pourra étendre aux fonctions a valeurs
complexes les propriétés des fonctions a valeurs réelles ne faisant pas intervenir de relation d’ordre dans
I’ensemble d’arrivée. En particulier, toutes les notions de limite, sauf celles de divergence vers + 00 peuvent
étre étendues en gardant une définition similaire, la notation | - | désignant maintenant le module et non plus
la valeur absolue.

De plus, on peut faire le lien suivant entre convergence pour les fonctions complexes et pour les fonctions
réelles.

Proposition 5.1 Soient f : I - C et a € I. Les deux propositions suivantes sont équivalentes.
(P1) La fonction (complexe) f admet une limite en a.
(P2) Les fonctions (réelles) Re( f) et Im( f) admettent des limites en a.

Dans ce cas,
lim f(x) = imRe(f(x)) + ilimIm( f(x))
X—a X—a xX—a
On peut transposer On ne peut pas transposer
o les opérations sur les limites finies e tout ce qui concerne les limites infinies

e la caractérisation séquentielle des limites. | e le passage a la limite
o le théoreme des gendarmes
e le théoreme de la limite monotone
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