TD13
(—@’-OB]ECTIFS :

e AN 29-1: Connaitre parfaitement les développements limités des
fonctions usuelles.

e AN 29-2:Calculer des développements limités de fonctions par opérations
algébriques, par composition, par intégration.

e AN 29-3: Déterminer le développement limité d'une fonction réciproque.
e AN 29-4 : Savoir exploiter un développement limité pour étudier des
propriétés locales d'une fonction.

e AN 29-5 : Savoir déterminer une équation d’asymptote oblique a partir
d’'un développement asymptotique d'une fonction au voisinage de I'infini.

e AL 30-1 : Ecrire la matrice d'une application linéaire relativement aux
bases canoniques ou a d’autres bases.

o AL 30-2: Déterminer analytiquement une application linéaire donnée par
sa matrice.

* AL 30-3 et 30-4 : Déterminer et utiliser la matrice de passage pour
déterminer la matrice d'une application linéaire dans une nouvelle base.

o AL 30-5: Utiliser les matrices semblables.

e AL 30-6 : Déterminer le rang d'une matrice.

o AL 30-7: Utiliser des matrices pour étudier des suites récurrentes linéaires.)

Développements limités I

Déterminer les développements limités des fonctions f suivantes au
voisinage de 0 :

EXERCICE 1

1. f:x— e*cosx, al’ordre 3.
2. f:x—sin(2x)V1+x, al’ordre 3.

sh(x) —x

3. fix— 3 alordre 3.

4. f:x eS"* 3 I'ordre 3.

5. f:x—In(cos(2x)) al’ordre 4.

1
6. f:x— ——— alordre 4.
! 1+ x+x?

7. f:x—tan(x) al'ordre 6.
X—sinx

8. f:x— ———— al'ordre 3.
1—-cosx

9. f:x—In(1+e") al’ordre 3.
10. f:x— V3 +cosxalordre 3.

11. f:x~— Arccosx al’ordre 4.

12. f:x—In(x+V1+x?)alordre3.

EXERCICE 2

Déterminer les développements limités suivants :

b4 . .
1. DLg(Z) de la fonction cosinus.
2. DIL,(3) dela fonction racine carrée.

EXERCICE 3
Soit f la fonction définie sur | — 1;1[ par Vx €] = 1;1[, f(x) = x +In(1 + x).
1. Déterminer un DL3(0) de la fonction f.

2. Montrer que f réalise une bijection de ] — 1;1[ sur un intervalle J a
déterminer.

3. Montrer que la réciproque f~! admet un DL3(0).

4. On note f 1(x) ot ag+ a1 x+ ax x> + az x> + o(x°) le développement limité
de f~! en 0. En exploitant la relation f~'o f = id_y.1[, déterminer le
développement limité de f~! en 0.
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EXERCICE 4

Montrer que la fonction f définie sur R par Vx e R, f(x) = xe* admet une
fonction réciproque définie sur R et déterminer un DLs(0) de f~'.

EXERCICE 5
sin(2x)

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo| par Vx €]0; +ool, f(x) = ———— et € sa

In(1+x)
courbe représentative dans un repere (O; i, j).

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore | la fonction ainsi prolongée.

2. Déterminer un développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de 0.

3. (a) Justifier que f est dérivable en 0 et préciser f '(0).
(b) Donner une équation de la tangente a € au point d’abscisse 0 et
déterminer sa position relative par rapporta é.

EXERCICE 6

1. Déterminer un DL;(0) de la fonction f définie sur R par

VxeR, f(x)=V1+3x+x2.

2. En déduire une équation de la tangente au point d’abscisse 0 et la position

de la tangente par rapport a la courbe de la fonction f.

3. Déterminer une équation de 'asymptote en —oo et la position de cette

asymptote par rapport a la courbe de la fonction f.

EXERCICE 7
Soit f la fonction définie sur [0; 27| par Vx € [0; 27,
(l—cosx) s x#0
flx)= 2x2
—-2In2 si x=0

1
1. Montrer que f(x) = —2In2- —x*+ o(x?).
x—0 12

2. (a) Justifier que f est continue et dérivable en 0. Préciser f "(0).
(b) Montrer que f admet un maximum local en 0 et préciser la valeur de
ce maximum.

3. Le but de cette question est de montrer que la fonction f est de classe €
en 0.

(a) Justifier la dérivabilité de f sur ]0;2x[ puis montrer que
g(x)

vxel02nl, fi0 == e

avec g:x+— xsinx+2cosx—2.

(b) Conclure.

EXERCICE 8

Soit n € N*. On considere la fonction f;, définie sur [0; +oo[ par

Vx € [0; +ool, fr(x) = xe % six €]0; +o0l et f,,(0) = 0.

Soit €, 1a courbe représentative de la fonction f;, dans un repére (O; f, f)

1. Montrer que f, est continue en 0.
2. Montrer que f;, est dérivable en 0. Est-elle de classe €' en 0?

3. (a) Etudier le sens de variation de la fonction f,.

(b) Calculer la limite de f;, en +oo et dresser le tableau de variation de la
fonction f;,.
2

4. (a) Mont - L
. (@ onrerquefn(x)x_;oox—n+§+0(;).

(b) En déduire que la courbe 6, admet une asymptote oblique A, en +oo
et étudier la position relative de €, et A, au voisinage de +oo.

EXERCICE 9

(x% + 1)Arctan(x) .

Soit f la fonction définie sur R* par Vx € R, f(x) = te€

sa courbe représentative.

1. Etudier la parité de la fonction f.

2. Déterminer un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de la
fonction f.
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3. (a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
Pour la suite, on note encore f la fonction ainsi prolongée.
Est-elle dérivable en 02 Si oui, préciser f'(0).
(b) Donner une équation de la tangente a la courbe €6 au point d’abscisse

0 et préciser la position de cette tangente par rapport a € au voisinage
de 0.

1 T
4. (a) Montrer que Vx €]0; +oo[, Arctan(x) +Arctan(—) = E
X

(b) Déterminer un développement asymptotique de f au voisinage de
+00.

(c) En déduire que la courbe € admet une asymptote oblique A en +oo
et étudier sa position par rapport a € au voisinage de +oo.

(d) Etudier la branche infinie de € en —oo.

Représentation matricielle I

Ecrire la matrice des applications linéaires suivantes, relativement aux bases
canoniques. Déterminer le noyau et 'image de chacune de ces applications.

EXERCICE 10

. f:R? — R définie par V(x,y) € R, f(x,¥) = (x— 3,2),3x + J).

. f:R3 — R définie par Y (x, ,2) €R>, f(x,y,2) = x—5y +4z.

. f:Ry[X] — Ry[X] définie par VP € Ry[X], f(P) = P— XP'.

. f:Ra[X] — R® définie par VP € Ry[X], f(P) = (P(=1), P(0), P(1)).

. f:R3[X] — R, [X] telle que pour tout P € R3[X], f(P) est le reste de la divi-
sion euclidienne de P par X? + X + 2. Vérifier que f est bien linéaire.

Gl W W N -~

6. f:.M>(R) — > (R) définie par VM € 4> (R), f (M) = AM avec A = (_11 ?)

EXERCICE 11
Soit f: R — R? et g : R? — R® les applications linéaires définies par
V(x,1,2) ERS, f(x,7,2) = (x+2y+2z,y+22) et V(x, y) € R?,

g8(x,y)=Bx+y,x,2y).
Déterminer les matrices de f o g et go f dans les bases canoniques de R et
R3 puis les expressions analytiques de fog et go f.

EXERCICE 12

Soit n € N* et E un espace vectoriel de dimension 7.

Soit f un endomorphisme de E tel que f" =04 et f" ! £ 04 (p).

Soit x un vecteur de E tel que f”_1 (x) #Z0g.

Montrer que la famille 2 = (x, f(x), F2(x),---, f1 (x)) est une base de E.
Ecrire la matrice de f dans la base 2.

EXERCICE 13

Soit f:R® — R? I'application linéaire dont la matrice dans les bases
2 -1 1)

. 3 2 _
canoniques de R” et R“ est A = (3 5 3

11
Soit e; =(0,1,1),e, =(1,0,1) et e3 = (1,1,0) des vecteurs de R3 et €= (5’ E)

1 1
etey, = (5’ —5) des vecteurs de R?.

1. Déterminer I'expression analytique de ’application f.
2. Montrer que (e1, ez, e3) est une base de RS et que (€1,€2) est une base de R?.

3. Déterminer la matrice de f dans ces nouvelles bases.
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EXERCICE 14

Soit f I'application définie sur Ry[X] par VP € Ry [ X],
f(P)=(X2+2)P"+(X+1)P +P.

Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de Ry[X].

f est-elle bijective?

R A

Déterminer Ker(f —5id) ou id est 'application identité de R, [ X].
Calculer f(1), f(X+1).
5. En déduire une base de R,[X] dans laquelle la matrice de f est diagonale.

6. Calculer A" pour tout n € N et en déduire 1'expression de f” pour tout
neN.

EXERCICE 15

On considere I'application f définie sur 4> (R) par VM € 4> (R),
fn=M+2MT.

1. Montrer que f est un endomorphisme de .4 (R).
2. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de .4 (R).

3. Montrer que f est un automorphisme de .4, (R) et déterminer la matrice
de f~! dans la base A.

b
d

comme combinaison linéaire de M et de M.

4. Soit M = (Z ) € >(R). Déterminer f~ (M) et en déduire son expression

EXERCICE 16
Soit f 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique, notée

2 -1 -1
B,estA=|-1 2 -1].
-1 -1 2

1. Déterminer le noyau et I'image de f.

2. Montrer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans R>.
3. En déduire une base 2’ de R® adaptée a la somme directe de Kerf et Im .
Ecrire la matrice A’ de f dans la base %'

4. Retrouver la matrice A’ en utilisant la matrice de passage de la base 28 a la

base &'.

EXERCICE 17
Soit f I'endomorphisme de C? dont la matrice dans la base canonique % est
-1 2i

A= (—21 2 )

1. Déterminer I'expression analytique de I’application f.

2. Montrer que %' = (e1,€2) avec €1 = (i,2) et €, = (—2i,1) est une base de c2.
3. Déterminer la matrice de f dans la base 8’
4. Calculer A" pour tout n € N.

EXERCICE 18
Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 23 111 -11 7 0 3 2_1354
A=|2 3 4[,B=(1 2 4|,c=[ 0 1 11 2/,D=|" . 7
3 4 5 1 39 1 0o 7 1 0 5 4
1 1 -1 1
etE=|1 2 a 2| suivantlesvaleursde a.
2 a 2 3

EXERCICE 19
Soit (u#,) une suite réelle telle que Vn e N, 12 —4uy41 +3u, =0.

1. Soit neN. OnposeXn:(uu" )

n+l1
Déterminer une matrice A € .4 (R) telle que X,,+1 = AXj,.

Exprimer alors X, en fonction de n et Xj et A.
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2. On considere € = (u, w) une base de R® oti u = (1,1) et w = (1,3).
Calculer f(v) et f(w) ou on note f 'endomorphisme canoniquement
associé a A.

3. En déduire A" pour tout n € N puis exprimer u, en fonction de ug, u; et n
pour tout n € N.

EXERCICE 20
-1
Soit f 'endomorphisme de R, [X] ayant pour matrice A = dans

1
2

N = W

1
1
0
la base canonique de Ry[X].

On note id I'application identité de R, [ X] et I3 la matrice identité de .4 (R).
Onposeg=f—-2idet B=A-2I;.
1. f est-il un automorphisme de R, [X]?
2. (a) Déterminer le noyau de g puis celui de g* = gog.
(b) Kerg et Kerg? sont-ils supplémentaires dans Ry[X]?
3. (a) Onpose U=X+X?%V =1-X et W= X. Montrer que &' = (U, V, W)
est une base de R, [X].

(b) Déterminer la matrice T de f dans la base %8’ et en déduire la matrice
N de g dans la base %'.

4. On pose Com(f) = {h€$(R2[X])/h0f:f0 h}

(a) Montrer que Com(f) est un sous-espace vectoriel de £ (Rz[X]).

(b) Soit & un endomorphisme de R,[X] et M’ sa matrice dans la base %'.
Montrer que h € Com(f) < M'N=NM'.

(c) En déduire Com(f).

EXERCICE 21

0 1 1 0 0 O
SoitA=|-2 -3 -5letD=|0 -1 Of.
2 2 4 0 0 2

1. Le but de cette question est de montrer que les matrices A et D sont

semblables. On note f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
(a) Déterminer une base de chacun des sous-espaces vectoriels
Ker f, Ker(f +idgs), Ker(f — 2idgs).
(b) En déduire une base 2’ de R telle que Matg (f) = D.
(c) Conclure.

2. Calculer A" pour tout n € N.

3. On considere les suites (uy), (v,) et (w,) définies par uyp = v9 = wy =1 et

Up+1 = Up+ Wy
VvneN,{ vpy1 = —2u—-3v,—-5wy,
Up
(@) Soit n € N. On pose X, = | v, |. Déterminer une relation entre X;;
Wn

et X,, puis une relation entre X, et Xj.
(b) Déterminer le terme général de chacune des suites (u,), (V) et (wy,).
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