™11
Eléments de correction

4. Une urne contient 5 boules blanches et 8 boules noires. On tire
successivement et avec remise 4 boules de I'urne.
(a) Combien y a-t-il de tirages possibles?
Notons E I'’ensemble des tirages possibles. E est 'ensemble des 4-listes de
'ensemble des 13 boules de I'urne donc card(E) = 13*.
Il'y a donc 28561 tirages possibles |.

EXERCICE 2

(b) Combien y a-t-il de tirages comportant au moins une boule blanche?
Notons E; I'ensemble des tirages comportant au moins une boule blanche.
Alors E est'ensemble des tirages ne comportant que des boules noires.
Or card(E;) = 8* donc card(E;) = 13* -8
‘ Il'y a donc 24465 tirages comportant au moins une boule blanche |

Combien y a-t-il de tirages comportant 2 boules noires et 2 boules

blanches?

Notons E4 I’ensemble des tirages comportant 2 boules noires et 2 boules

blanches. On obtient donc des tirages de la forme NNBB ou NBNB ou

BBNN --- donc on cherche le nombre d’anagrammes du mot NNBB :
4!

20x2!

On a donc card(E,) = 82 x 5% x 6 = 9600.

Ainsi|il y a 9600 tirages comportant 2 boules noires et 2 boules blanches |.

ilyena

EXERCICE 3

1. Dessiner tous les chemins minimaux de A a B possibles. Comment
pouvait-on prévoir leur nombre?

- >

Les chemins minimaux de A a B sont les anagrammes de j i ji.

4!
Ily aalors 230 chemins possibles.

Donc|il y a 6 chemins minimauxde Aa B|.

Combien y a-t-il de tirages comportant 3 boules noires et une boule 2. (a) Déterminer le nombre de chemins minimaux de A a B possibles.
blanche dans cet ordre? Les chemins minimaux de A a B sont les anagrammesde jijijiji.
Notons E, I'’ensemble des tirages comportant 3 boules noires et une boule 1 1 8! hemi bles. O 8l 5x6x7x8 20 d
blanche dans cet ordre. Alors card(E,) = 8> x 5. y aaors 414! chemins possibes. LI 414! 24 - 5 done

Il'y a donc 2560 tirages comportant 3 boules noires et une boule blanche ilya 70 chemins minimauxde Aa B |
dans cet ordre \ (b) Déterminer le nombre de chemins passant par O, centre du

Combien y a-t-il de tirages comportant au plus une boule noire? quadrillage; puis le nombre de chemins passant par P(1;2) et enfin le
Notons E3 I'ensemble des tirages comportant au plus une boule noire, Ny nombre de c.hernlr.ls.passant par\P ou 0. _ . .
I'ensemble des tirages ne comportant aucune boule noire et N; 'ensemble Il'y a6 chemins minimaux de A a B et 6 chemins minimaux de O a B.
des tirages comportant exactement une boule noire. Donc|ily a 36 chemins minimaux de A a B passant par O |.

Alors Ez = No U Ny. Oi Non Ny = ¢ donc card(E33) = card(No) + card(Ey). AP =i +2], alors les chemins minimaux de A a P sont les
De plus, card(Np) = 5% = 625 et card(/N7) = (8 x 5°) x 4 =4000 (4 places o 31
possibles pour 'unique boule noire) donc card(E3) = 4625. anagrammes de i j j, il y a donc 2 chemins possibles.
I 4625 ti 1 1 ire | - - .2 . . N
y a donc 4625 tirages comportant au plus une boule noire PB =3i+2j, alors les chemins minimaux de P a B sont les
IR 5!
anagrammesde i jiji,ilyadonc 32 chemins possibles.
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3! 5!
Or — x —=3x
2! 312!

’ il y a 30 chemins minimaux de A a B passant par P |.

4x5

=30, donc

Il'y a 3 chemins minimaux de A a O,1 chemin minimal de O a P et 6
chemins minimaux de O a B.

Doncilya3x1x6=18 chemins minimaux passant par P et O.

Ainsi ‘ il y a 48 chemins minimaux de A a B passant par P ou O
(36+30—18 =48).

EXERCICE 7

On dispose d'un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux
faces portent le numéro 2 et trois portent le numéro 3.

On dispose également d’'une urne contenant dix boules indiscernables au
toucher, portant les lettres L, O, G, A, R, I, T, H, M, E (soit 4 voyelles et 6
consonnes).

Un joueur fait une partie en deux étapes :

Premiere etape : il lance le dé et note le numéro obtenu.

Deuxieme etape :

¢ Sile dé indique 1, il tire au hasard une boule de I'urne. Il gagne la partie si
cette boule porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.

¢ Siledéindique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de 'urne.
Il gagne la partie si chacune de ces deux boules porte une voyelle et il perd
dans le cas contraire.

¢ Sile dé indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de l'urne.
Il gagne la partie si chacune de ces trois boules porte une voyelle et il perd
dans le cas contraire.

Ala fin de chaque partie, il remet dans l'urne la ou les boules tirée(s).
On définit les événements suivants :

D1:«le déindique 1 »

D2 : «le dé indique 2 »

D3: «le dé indique 3 »

G : «la partie est gagnée »

Un joueur a gagné la partie.

Calculer la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le dé.

Le dé est équilibré donc on est en situation d’équiprobabilité.

1

P(Dy) = 5 car le dé comporte une seule face numérotée 1.
1

P(Dy) = 3 car le dé comporte deux faces numérotées 2.

1
P(Ds3) = 3 car le dé comporte trois faces numérotées 3.

{D1, D,, D3} est un systéme complet d’événements de 'univers de
probabilités non nulles donc d’apres la formule de Bayes,

Pp, (G) x p(D1)
Pe(D1) = — : P

kZ Pp,(G) x p(Dy)
-1

 Sile dé indique 1, le joueur tire une boule de I'urne et gagne si cette boule
est une voyelle. Or 4 boules parmi les 10 portent une voyelle et les boules

sont indiscernables au toucher donc Pp, (G) = -5

« Sile dé indique 2, le joueur tire simultanément deux boules de I'urne et
4
2
gagne si les deux boules portent une voyelle donc Pp, (G) = % =15
2
« Sile dé indique 3, le joueur tire simultanément trois boules de 'urne et
4
1
gagne si les trois boules portent une voyelle donc Pp,(G) = % =30
3
Ainsi Pg(D») §><% 12
mstfe\U=5"7">2 1.1 _1_
5%6t15X5t3%3 23

Sachant que le joueur a gagné, la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 ‘

12
avecle dé estde — |.
23
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EXERCICE 10

SoitneNet p e [0;1].

Un individu Iy dispose d’'une information binaire (Vrai ou Faux).

Il1la transmet a I, qui la transmet a Iy, ..., qui la transmet a [,,.

Chacun transmet I'information recu (ou son inverse) avec la probabilité p
(oul-p).

Quelle est la probabilité p,, pour que I, dispose de I'information correcte?
Soit k € [1, n]. Notons Vi I'événement : « I} apprend I'information initiale
correcte», et Vi I’événement contraire.

{Vk,V_k} est un systeme complet d’événements de I'univers de probabilités
non nulles.

Donc d’apres la formule des probabilités totales,

P(Vis1) =Py, (Vi) P (Vi) + Py (Vi) P Vi),
Or Py, (Vi+1) = p et Py (Vip1) = 1= pdonc P (Vs 1) = 2p - DP (Vi) +

1-p).
La suite (p, =P (Vp)) o, €St une suite arithmético-géométrique.

On cherche le point fixe qui est —. D’ou :
1 1
Pk+1=Cp—-1Dpr+(1-p)et 5= 2p- 1)5 + (1 - p) donc

1 1 1) 1
’9’““_5:(Zp_l)(pk_i)'AlorSV”eN,pn=(Zp—l)"(po—5)+§.

1 1
Or, [y a'information donc pg = 1. Finalement, | VneN, p, = E(Zp -D"+ >

) 1
Remarque:0< p < l,ngllloopn =3

EXERCICE 12

Soit n € N.

Un étudiant de prépa décide de faire un footing tous les jours.

Chaque jour, il court une heure, une demi-heure ou pas du tout...

On considere les événements :

A, : «'étudiant court une heure le jour n », B, : «I'étudiant court une demi-
heure le jour n » et Cy, : «I'étudiant ne fait pas de footing le jour n ».

Soit ay, by, et ¢, les probabilités correspondantes.

Le jour numéro 0, I’étudiant a couru une heure.
On sait par ailleurs qu’'un jour donné :

o S’il court une heure ou ne court pas, lelendemain, il court une demi-heure.

¢ S’il court une demi-heure, le lendemain, il court une heure avec une

1.

1 1
probabilité de 1 et il court une demi-heure avec une probabilité de 2

an
(a) Onnote X,, = | by, |. Préciser Xy et X;.
Cn
ap 1 a) 0
Xo=| bo |=]1 0 |etX;=| b1 |=]1
Co 0 C1 0
1 0
Donc|Xp=| 0 JetX;=]| 1
0 0

(b) Determiner une relation de récurrence sur les suites (a,), (by,) et (c;).

Soit n € N.{A,, By, Cp,} est un systeme complet d’événements de I'uni-
vers, alors d’apres la formule des probabilités totales :
P(Aps1) =P (Ap)xPa, (Aps1)+P (By)x P, (Aps1)+P (Cp) x P, (An+1)

dota,1=a,x0+ b, x i+cn><0:ibn

P(Bp1) =P(Ap) %Py, (Byy1)+P(By) x Pp, (Bp1)+P (Cp) % Pc, (Bpt1)
d’olt by, 41 = a, x 1+bnx%+cnx l=a,+-=-b,+cy,

P (Cp+1) = P(An) x Pa, (Cp41)+ P (Bp) X P, (Cyy1)+ P (Cp) x Pc, (Cpy1)

1 1
d,0u0n+1:anX0+anZ+cnx0:zbn_

1 1 1
Ainsi|VneN, a1 = an,bnﬂ = an+§bn+cn et Cpe1 = an i
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2.

010
(¢c) En déduire que Vn € N, X;,41 = AX,, avec A = 1 4 2 4] puis que
4o 1 0
vneN, X, = A" Xp.
1 1
Apyl = —bn 0O - 0
4 an+l % an )
SoitneN,X b,y1=a,+-=b,+c, <= |bps1|=|1 = 1]||bn
1 2 Cn+1 % Cn
Cpn+1 = an 0 Z 0
n (d)
En posant, X,, = | b, |, onobtient VrneN, X1 = AX,,
Cn
1 010
avecA=-14 2 4
“lo1 0

On montre par récurrence que | Vn eN, X, = A" X |

(a) Calculer A® et A3 puis trouver une relation entre A, A% et A3.

Conclusion : Ainsi la propriété est initialisée au rang 1 et héréditaire donc

VneN*,A(uy,, v,) €R?IA" = u, A? + v, A|.

On a alors

1 1
ul:O’Ul:1etvn€N*’un+1:Eun+Vn et Vn+1:§un R

Montrer que la suite (u, + v,) est contante.

. 1 1
Soit n € N*, U1 + Vps1 = Eun+ U, + Eun = uy, + vy, donc

la suite (u, + vy) est constante égalea u; +v; =1

En déduire que la suite (v,) est arithmético-géométrique, puis

déterminer u, et v, en fonction de n.

1 1
Soit n € N*, v,,41 = Eu” = 5(1— vy) =

v, donc la suite (v;) est

N | =
N |~

arithmético-géométrique.
Déterminons les termes généraux des suites (u,) et (vy).

. 1 1 3 1 1
Pointfixede (v,):a=—-——a<—=>-a=—<—a=-—.
2 2 2 2 3

1
Soit (wy,) la suite définie par Vne N*, w,, = v, —a = v, — 3

1 21 2 1 2 3 2 1 1 ) 1 1 1 1 1 1 1 1
A==4 6 4 |[etA’=—[ 12 10 12 |donc|A*=-A*+-4| SOt NEN, Wn1 = Vny1 =3 = 5= JUn= g = <= SUn=—7|Un=3|=
16 2 2
2 1 2 2 3 2 1 W
(b) Montrer que pour tout n = 1, il existe un couple de réels (u,, v,) tels 2" .
_ 2 ] . . i
que A" = u, A° + v, A et déterminer des relations de récurrence Donc (wp) est une suite géométrique de raison —= et de premier
vérifiées par les suites (i) et (v,). 1 2 2
terme w) = vy — 3~3
Initialisation: A' = A=0x A>+1x A, alors A = u; A>+ v, Aavec u; =0et vy =1 5 ( 1\
donc la propriété est vraie aurang 1 . Alors Vrne N*, w,, = 3 (_E) .
Hérédité : Soit n € N*, supposons que la propriété est vraie au rang n : il 1 1
existe (u,, v,) € R? tels que A" = unA2 + v, A. Terme général : Vne N*, w, = v, — 3 donc v, = w, + 3
Alors A™ = AA" = A(upA*+vpA) = upAd + v, A% = —
1, 1 , (1 , 1 Al .12 ( 1)
- Z —|Z Z ors|\VneN" v, =—+—-|—— .
D'ott A" = 1, 1 A® + v, 1 A QVecC Uyl = — Uy + Uy €t Upiq = — Uy 2 2( 1\*!
el ”+ S R De plus VneN*, u, =1 - vy, donc|VneN*, u, ———(——)
Donc la propriété est vraie au rang n + 1. 3 3\ 2
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(e) Déterminer I'expression de A" en fonction de n. o . 1 1\"
5 N Ainsi Vnel\l,an:cnzé(l+2(—z) )etaozl,CO:Oet
VneN* A" = u,A* + v,Adonc|VneN* A" = 3 (1 -~ (—5) )A2+ =
2 1
Vnel\l,bn:—(l—(——) )
S(+2(5) ) .
—|1+2(—= Al n
1 1
3 2 ‘—— <1, donc lir+n (——) =0.
3. Déduire de I'étude précédente, les expressions de ay, b, et ¢, en fonction 2 n—teol 2
de n, puis les limites des suites (ay), (by) et (c;). Dott| lim a,= lim c,= 1 et lim b, = 2
n—+oo n—+oo 6 n—+oo 3
Soit neN*, X,, = ( et d’apres la question 1.c, X, = A" X donc
an 21 2 1 010 1
b, :—un 4 6 4 0 +-v,| 4 2 4 0 |.Dou:
Cn 21 2 010 0
an
b, 2 + vy,
Cn
1 1 1 1\ [ 9
=—[1-|-= 2 |+=(1+2|-= 1
6 2 1 3 2 0
1 1 n—-1
— ]_ | ==
6 2
1 1 n—1
= — 2+ -
3 2
1 1 n—1
— 1 — | ==
6 2
1 1 n—1 1
sll=172 ~(1-(~2)) 1
1 1 n—1 2 aO
Sin=0, =|2+|-= =| =@+(=2) |=| 0 [LorXo=]| by |=
3 2 . 1 Co
1 1 n— - . —
“(1=(== 6(1 (—2)) 2
6 2
1
0 |, donc la formule n’est pas valable pour ay et cp.
0
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