™D 14
Eléments de correction

Soit f la fonction définie sur ]0; 1[U]1; +oo[ par Vx €]0; 1[U]1; +o0l,

 dt
f(x)zf —

Int’

EXERCICE 4

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et en 1.
1

La fonction g: t — 7 est continue sur ]0; 1[ et sur ]1; +ool.
n

De plus, Vx €]0;1[, x> €]0;1[ et Vx €]1; +oo[, x* €]1;+oo[, donc f est bien
définie sur ]0; 1[U]1; +oo0].
Soit x €]0;1[, alors x* < x. Soit t € [x*; x], alors Inx* <Int < Inx < 0.

1 1 1
Donc — =< —=< .
Inx Int 2lnx

. e *dt *dt X odt
Par croissance de l'intégrale, | — < | —< | ——, donc
2 Inx 2Int  Je2lnx

x2—x xX—x

<fx) <

2lnx Inx ~

2

. . S~ 1s X
Or lim (x* - x) =0 et lim Inx = —oo, d’ol1 lim =0, alors
x—0 x—»O+ x—»O* nx

d’apres le théoréeme d’encadrement, lim+ fx)=0€eR.
x—0

Donc ‘ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =0 ‘

Zdr (¥ tdt
Vxe]O;l[U]1;+oo[,f(x):f _:f tdr
x Int Jy tint

t x2

< < .
tint  tlnt  tint

. . * xdt *otdt
Or x*> < x, donc par croissance de l'intégrale, f — < f — <
X

2 tint 2 tlnt
X x*dt
fxz tint

Soit x €]0;1[ et € [x?; x], alors tIn £ < 0, donc

D’ohxzfx2£<f(X)<xfxzﬂ
x tlnt~ ) tlnt

2

*odt +2
Orf —— =[In|In¢#]]y; =In|2Inx|-In|lnx|=1n2, donc
x tlnt

¥*In2 < f(x) < xIn2.

Alors d’apres le théoréme d’encadrement, lenllf f(x)=In2.

On obtient le méme encadrement si x €]1;+oo[. Donc xll»n11+ f(x) = In2.
D’ou }CILI} fx)=In2€eR.

Ainsi,

f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) =1n2 ‘

. Montrer que la fonction f ainsi prolongée est de classe €' en 0 mais pas

de classe €2 en 0.

Soit G une primitive de g sur ]0; 1[, alors Vx €]0; 1[, f(x) = G(x%) — G(x).

La fonction carré est dérivable sur ]0;1[, a valeurs dans ]0;1[ et la fonction
G est dérivable sur ]0;1[, alors par composée la fonction x — G (x*) est

dérivable sur ]0; 1[. Donc par différence, f est dérivable sur ]0; 1[.

Soit x €]0; 1[, f(x) = 2xg(x*) — g(x) = ljx 1 _x- 1.

x2 Inx Inx
. ! . x - ]_
Alors lim f'(x) = lim —— =0€R.
x—0% x—0* Inx
Alors d’apres le théoreme de la limite de la dérivée, la fonction f prolongée
en 0 est de classe €' en 0 et £(0) = 0.
x-=L 1 x-1

In
Soit x €]0; 1[, ' (x) = Il '
oit x €] [f (x) (lnx)z Inx x(ln.)C)z

Or lim x(Inx)?=0%, alors lim f”(x) = +oo.
x—0F x—0"

"(x)-f'(0
Alors d’apres le théoréme de la limite de la dérivée, liI}’)l f()—(]:() =
x—0t X—
+00, donc la fonction f’ n’est pas dérivable en 0. Alors f n’est pas deux fois
dérivable en 0.

Ainsi|la fonction f prolongée en 0 n’est pas de classe € en 0 |.
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3. Calculer la limite de f en +oo et étudier la branche infinie de la courbe €

représentant la fonction f.

Vx €]1; 400, x*In2 < f(x). Or xlir+n x*In2 = +00, donc d’aprés le théoréme
—+00

de divergence par minoration,

X
Vx€]1;+oo[,xln2§&.0r lim xIn2=+o0,donc lim
X x—+ x—+oo X

xgl}_lmf(x) =+00|

Alors ‘ % admet une branche parabolique de direction asymptotique ‘

| verticale en +oo .

4. Etudier le sens de variation de la fonction f.

-1
f est dérivable sur ]0; 1] et sur ] 1; +oo[ et Vx €]0; 1[U]1; +ool, f'(x) = );n_x

Vx€]0;1,x—1<0etlnx<0dou f'(x) > 0.
Vxe€]l;+oo,x—1>0etlnx>0d ol f'(x) > 0.
Donc f est croissante sur chacun de ces intervalles.
Alors,

la fonction f prolongée en 0 et en 1 est croissante sur [0; +oo| ‘

EXERCICE 5

Soit f la fonction définie sur ]0; +ool par Vx €]0; +ool, f (x) =

1. Montrer que Y x €]0; +oo],

1
< f(x)<—.
e +1 ft0 2
En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
Soit x €]0; +oo| et ¢ € [0; x].
AlorsO<t<xetdonc2<e’+1<e*+1.
. 1 1 t t t
D’ou .

< <-et < < -
e*+1 ef+1 2 eX¥+1 et+1 2

Or 0 < x, donc par croissance de l'intégrale,
X t Xt Xt
[ [ ais [
0o e*+1 o el+1 0o 2

1 X X t 1 X
D’olu f tdts] dts—f tdr.
e*+1Jp 0 el+1 2Jo
X 1 1 1 Xt 1 1
Deplus[ tdt==x? donc x—xzsf dr < - x =x°.
0 2 e*+1 2 0o ef+1 2 2

f(x) =+00

2 * t
2y,
x2Jo el+1

2.

A R

Alors <=
e*+1 x?Jp et+1

1
dt<-—.
2

1
Ainsi <flx)<-|
e’+1 & 2

Prolongement de f par continuité en 0 :

Vx €]0; +o0],

1 1
< flx) < 3 et lim —— = —, donc par encadrement,

Vx €]0; +o0o], lim——— =7

e’+1

. 1
il_r%f(x) =5 eR.

Ainsi,

1
f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = >

(a) Montrer que la fonction f ainsi prolongée est dérivable sur [0; +ool.

Soith:t— )
el+1
La fonction £ est continue sur [0; +o0l, elle admet donc des primitives.

Soit H la primitive de h sur [0; +oo[ s’annulant en 0.

Alors Vx €]0; +o00l, f(x) = %H(x).

2
Or H est dérivable [0; +oo[ (car c’est une primitive de h) et x — — est
X

dérivable sur ]0; +oo[, donc par produit‘ f est dérivable sur ]0; +oo[ ‘

Dérivabilité en 0 :

t t t
Soit t € [0;+oo[, h(t) = = = — =
el +1 10 2+ t+0(8) =0 2(1+ 4 +0(1)) =0
t(, t t )
—[1-=+0(®| = =——+0(t°).
2( 2 ())t—>02 4 ( )
Soit x €]0; +oo|,
2 [* ¢t 2 ([*(t ¢?

X)) = = dr = — ———|dt+o(x3 =
1@ xzfo el +1 x—0 xZUO (2 4) ( )) x—0
218 P x+0(x) _ ! x+o(x)
2|4 12], =02 6 '

1
Alors f admet un DL;(0), donc’ f est dérivable en 0 ‘ et f(0) = s

PTSI

2 /4

2025-2026



4
(b) Vérifier que V x €]0; +ool, f(x) = — — 8(x) ou g est une fonction
X

définie sur [0; +oo[ a déterminer.
2

Soit x €]0;+ool, f(x) = — H(x), donc fl(x) =
X

——H(x) + h(x)

4 1
—F (H(X) — EXh(X))

Ainsi, | Vx €]0; +oo, f'(x) =

H(x)—%xh(x) .

4
—;g(x) avec g(x) =

Limite de f en +oo:
Soit x €]0; +oo|, alors 0 < x.

t
De plus, Vie[0;4+00[,0=
el +

X

1 < 1 donc par croissance de 'intégrale,

0< f 1dzt. Dou0<f(x)<—f dt.
0

0
2
Or — f dt=-— et lim — =0, donc par encadrement,
X—+00 X

CVER

3. Etudier les variations de la fonction g sur [0; +ocol.
En déduire le signe de g sur [0; +oo[ puis les variations de f sur [0; +ool. EXERCICE 14
H est dérivable [0; +oo[ et h est dérivable sur [0; +oo[ comme quotient de
telles fonctions. Donc g est dérivable sur [0; +ool. 1. Le lancer du dé est une expérience a deux issues : obtenir 6 ou non.
Soit x € [0; +ool. C’est donc une épreuve de Bernoulli dont le succes "obtenir 6" a pour
1 1 1 X 1+ e*—xe* .
g'(x):h(x)——h(x)——xh'(x):—( _ ): probabilité 5
2 2 2\1+e? (1+e%)? Cette épreuve est répétée n fois de maniere identique et indépendante
x(1+e¥—1-e*+xe) x%e* x%e* P ] P L q N P .
5 = 5 et 5>0 X est donc la variable aléatoire égale au nombre de succes.
2(1+e%) 2(1+e%) 2(1+e%) 1 1
Donc‘ g est croissante sur [0; +oo| ‘ Alors| X ~ % (n, 6) . Donc| E(X) = —n et V(X)=
D l y OZHOZOd t .t. 0,+ . Py PPN TP ’ ’ .
e plus, g(0) © onc‘ g estpositive sur | 400[‘ 2. (a) L'événement (Y = 0) est réalisé lorsqu’on n’obtient aucun 6 au cours
Variations de f sur [0; +oo[ : Vx €]0; +oo, f'(x) = —;g(X). des nlancers, donc| (Y =0)=8,nS,N...nS,
4 ) Les lancers ét_ant indépendants, les événements S;, i € [1; n], donc les
Or Vx €]0; +oo], -3 <0etg(x) 20, donc Vx €]0;+o0l, f'(x) <0. événements S;, i € [1; n], sont indépendants.
.. P : S — _ _ 5\"
A1n81‘f est décroissante sur [0,+oo[‘. Alors P(Y = 0) = P(Sl nS, m...mSn) _ P(51)---P(Sn) _ (8) '
t
4. Justifier que V1 € [0; +oo[, — < 1. En déduire la limite de f en +oo. 5\"
el+1 Donc P(YZO):(—) .
Soit ¢ la fonction définie sur [0; +oo[ par V¢ € [0; +oo[, (1) = el+1-1. 6
On montre que ¢ est croissante sur [0; +oo[ et comme ¢(0) =0, (b) Y(Q)=[0;n].
on en déduit que ¢ est positive sur 0; +oco[ et donc V¢ € [0; +oo[, e’ +1 = ¢. Soit k € [1; n]. .
t * i = = = = —
Ainsi, | V7 € [0;+00[, —— < 1| Sik=1P(Y=1)=P(S)=c.
et+1
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* Si k #£ 1, alors P(Y = k) = P(s_ms_zm...nsk_msk) -

P(s)p()psu=() b

1(5 k-1
Donc|Vke[l;n],P(Y =k) = 6(6) .

3. (X,2)(Q) =[0; n] x {0;1}. Soit k € [0; n].
P(X=kZ=1)=P(X=k)x Pix=y(Z = 1).
Or Px=)(Z = 1) est la probabilité de tirer une boule blanche dans 'urne

Uk Donc P(X k)(Z— 1) =
1 k 5 n-k
De plus, P(X = k) = (Z) (E) (6) , donc

PX=kZ=1)=—

Deméme, | P(X=k,Z=0) =

n n 5n—k
4. (@ P(Z=1)=) P(X= ch_I:Z () 6) =
k=0 =

1 k 5 n-k n ) ,
Donc P(Z:D:é'

1
(b) Z(Q2) =1{0;1} donc| Z suit la loi de Bernoulli de parametre el
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