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Fiche n°1

Ensembles de nombres

1. • A ∈D

• B ∈R

• C ∈Z

• D ∈N

• E ∈D

• F ∈Q

• G ∈Q

• H ∈R

• I ∈Z

• J ∈N

2. Encadrement de 2a −b :

On ne peut pas faire la différence de deux inégalités, il faut utiliser l’opposé.
1

2
≤ a ≤ 1 alors 1 ≤ 2a ≤ 2. De plus, 3 ≤ b ≤ 4 donc −4 ≤−b ≤−3. Alors, en sommant, −3 ≤ 2a −b ≤−1 .

Encadrement de
4a −1

b +1
:

On ne peut pas diviser deux inégalités, il faut utiliser l’inverse.
1

2
≤ a ≤ 1 alors 2 ≤ 4a ≤ 4. D’où 1 ≤ 4a −1 ≤ 3. De plus, 3 ≤ b ≤ 4. Alors 0 < 4 ≤ b +1 ≤ 5 d’où

1

5
≤

1

b +1
≤

1

4
.

Toutes les quantités sont positives, on peut donc multiplier membre à membre.

Donc par produit,
1

5
≤

4a −1

b +1
≤

3

4
.
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Fiche de calcul n°2

Fractions

1. •
36

25
×

15

12
×5 =

4×9

5×5
×

5×3

4×3
×5 = 9 donc

36

25
×

15

12
×5 = 9 .

• −
2

15
÷

(−6

5

)

=
2

15
×

5

6
=

2

5×3
×

5

2×3
=

1

9
donc −

2

15
÷

(−6

5

)

=
1

9
.

•
1978×1979+1980×21+1958

1980×1979−1978×1979
=

1978×1979+1979×21+21+1958

1979× (1980−1978)

=
1979× (1978+21)+1979

1979×2

=
1979× (1999+1)

1979×2
= 1000

Donc
1978×1979+1980×21+1958

1980×1979−1978×1979
= 1000 .

• 1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

2

= 1+
1

1+
1

1+
1
3

2

= 1+
1

1+
1

1+
2

3

= 1+
1

1+
1
5

3

= 1+
1

1+
3

5

= 1+
1
8

5

= 1+
5

8
=

13

8

Donc 1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

2

=
13

8
.

•
1−

1

2
1

3
−

1

4

÷

1

5
−

1

6
1

7
−

1

8

=

1

2
1

12

÷

1

30
1

56

=
(1

2
×12

)

÷
( 1

30
×56

)

= 6×
30

56
= 3×2×

15

2×14
=

45

14

Donc
1−

1

2
1

3
−

1

4

÷

1

5
−

1

6
1

7
−

1

8

=

1

2
1

12

÷

1

30
1

56

=
45

14
.

2. •
2022

(−2022)2 −2021×2023
=

2022

20222 − (2022−1)× (2022+1)
=

2022

20222 − (20222 −1)
= 2022

Donc
2022

(−2022)2 −2021×2023
= 2022 .

•
20212

20202 +20222 −2
=

20212

(2021+1)2 + (2021−1)2 −2
=

20212

20212 +2×2021+1+20212 −2×2021+1−2
=

20212

2×20212
=

1

2

Donc
20212

20202 +20222 −2
=

1

2
.
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3.

2×
(

−
6

11

)

+

6

11
+3

4

5

408
×

(

−
6

11

)

+

6

11
+2

544

=
−

12

11
+

39

11
4

5

6×68
×

(

−
6

11

)

+
28
11

544

=
−

12

11
+

39

44

−
5

11×68
+

4×7

11
×

1

4×2×68

=
−

48

44
+

39

44

−
5

11×68
+

7

11×2×68

=
−

9

11×4

−
10

11×2×68
+

7

11×2×68

=
−

9

11×4

−
3

11×2×68

=
9

11×4
×

11×4×34

3
= 3×34
= 102.

Mémé a 102 ans .

4. • A =
a
b
c
d

=
a

b
×

d

c
=

ad

bc
donc A =

ad

bc
.

• B =
a
b
c
d

=
a

b × d
c

=
a

bd
c

= a ×
c

bd
=

ac

bd
donc B =

ac

bd
.

• C =

a
b
c

d
=

a × c
b

d
=

ac
b

d
=

ac

bd
donc C =

ac

bd
.

• D =

a
b

c

d
=

a
b
× 1

c

d
=

a
bc

d
=

a

bcd
donc D =

a

bcd
.

5. •
k

k −1
=

k −1+1

k −1
= 1+

1

k −1
donc

k

k −1
= 1+

1

k −1
.

•
3x −1

x −2
=

3(x −2)+5

x −2
= 3+

5

x −2
donc

3x −1

x −2
= 3+

5

x −2
.
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1. • Soit n ∈N∗, A(n) =
1

(n +1)2 +
1

n +1
−

1

n
=

n

n(n +1)2 +
n(n +1)

n(n +1)2 −
(n +1)2

n(n +1)2 =
n +n2 +n −n2 −2n −1

n(n +1)2 =−
1

n(n +1)2 .

Donc ∀n ∈N∗, A(n) =−
1

n(n +1)2 .

• Soit n ∈N∗\{1},B(n) =
6(n+1)

n(n−1)(2n−2)
2n+2

n2(n−1)2

=
6(n +1)

n(n −1)(2(n −1))
×

n2(n −1)2

2(n +1)
=

3n

2
.

Donc ∀n ∈N∗\{1},B(n) =
3n

2
.

• Soit x ∈R\{−1;1},C (x) =
1

x −1
−

1

x +1
+

2x

x2 −1
=

x +1

x2 −1
−

x −1

x2 −1
+

2x

x2 −1
=

2+2x

x2 −1
=

2

x −1
.

Donc ∀x ∈R\{−1;1},C (x) =
2

x −1
.

• Soit x ∈R∗,D(x) =
x −2

2x
−

1

6
+

3−x

3x
=

3(x −2)

6x
−

x

6x
+

2(3−x)

6x
= 0.

Donc ∀x ∈R∗,D(x) = 0 .

• Soit x ∈R\{−2;0;2},E(x) =
1

x
+

x +2

x2 −4
+

2

x2 −2x
=

(x −2)(x +2)

x(x −2)(x +2)
+

x(x +2)

x(x −2)(x +2)
+

2(x +2)

x(x −2)(x +2)

E(x) =
x2 −4+x2 +2x +2x +4

x(x −2)(x +2)
=

2x(x +2)

x(x −2)(x +2)
=

2

x −2
.

Donc ∀x ∈R\{−2;0;2},E(x) =
2

x −2
.

• Soit x ∈R\{−1;0;1},F (x) =
1

1+ 1
x

1
1− 1

1−x

=
1

x+1
x

1
−x

1−x

=
x

x+1
1−x
−x

=−
x2

1−x2 =
x2

x2 −1
.

Donc ∀x ∈R\{−1;0;1},F (x) =
x2

x2 −1
.

2. On note D l’ensemble de définition de cette équation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒
{

3x + 1 6= 0
x + 2 6= 0

⇐⇒
{

x 6= −
1

3
x 6= −2

. Alors D =R\
{

−
1

3
;−2

}

.

Soit x ∈D,
3x +2

3x +1
=

x −1

x +2
⇐⇒ (3x +2)(x +2) = (3x +1)(x −1) ⇐⇒ 3x2 +6x +2x +4 = 3x2 −3x +x −1 ⇐⇒ 10x =−5 ⇐⇒ x =−

1

2
.

−
1

2
∈D donc S =

{

−
1

2

}

.
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3. • On note D l’ensemble de définition de cette inéquation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ 2x +1 6= 0 ⇐⇒ x 6= −
1

2
. Alors D =R\

{

−
1

2

}

.

On dresse un tableau de signes pour résoudre cette inéquation :

x

Signe
de x −4

Signe
de x +1

Signe de
2x + 1

Signe du
quotient

−∞ −1 −
1

2
4 +∞

− − − 0 +

− 0 + + +

− − 0 + +

− 0 + − 0 +

Donc S =
]

−1;−
1

2

[

∪
]

4;+∞
[

.
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• On note D l’ensemble de définition de cette inéquation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ 2−x 6= 0 ⇐⇒ x 6= 2. Alors D =R\{2}.

Soit x ∈D,
x −3

2−x
≤ 2 ⇐⇒

x −3−2(2−x)

2−x
≤ 0 ⇐⇒

3x −7

2−x
≤ 0

On dresse un tableau de signes pour résoudre cette inéquation :

x

Signe de
3x − 7

Signe
de 2− x

Signe du
quotient

−∞ 2
7

3
+∞

− − 0 +

+ 0 − −

− + 0 −

Donc S =
]

−∞;2
[

∪
[7

3
;+∞

[

.

•
3

5
>

5

9

•
12

11
>

10

12

•
125

25
=

105

21
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Fiche de calcul n°3

Puissances

1. •
(105 ×10−3)5

(10−5 ×103)−3 =
(102)5

(10−2)−3 =
1010

106 = 104 donc
(105 ×10−3)5

(10−5 ×103)−3 = 104 .

•
3028

228 ×528
=

3028

1028
=

(30

10

)28
= 328 donc

3028

228 ×528
= 328 .

2. •
23 ×32

34 ×28 ×6−1 =
23 ×32

34 ×28 ×2−1 ×3−1 = 23−8+1 ×32−4+1 = 2−4 ×3−1 donc
23 ×32

34 ×28 ×6−1 = 2−4 ×3−1 .

•
322 +321

322 −321
=

321(3+1)

321(3−1)
= 2 donc

322 +321

322 −321
= 2 .

3. •
83

42 =
43 ×23

42 = 4×23 = 22 ×23 = 25 donc
83

42 = 25 .

•
27−1 ×42

3−4 ×24 =
(33)−1 × (22)2

3−4 ×24 =
3−3 ×24

3−4 ×24 = 3−3+4 = 3 donc
27−1 ×42

3−4 ×24 = 3 .

•
817 ×6−6

9−3 ×242
=

(23)17 ×2−6 ×3−6

(32)−3 ×242
=

251 ×2−6 ×3−6

3−6 ×242
= 251−6−42 = 23 donc

817 ×6−6

9−3 ×242
= 23 .

•
510 ×73 −255 ×492

(125×7)3 +59 ×143
=

510 ×73 − (52)5 × (72)2

(53 ×7)3 +59 ×73 ×23
=

510 ×73 −510 ×74

59 ×73 +59 ×73 ×23
=

510 ×73(1−7)

59 ×73(1+23)
=

5× (−6)

9
=−

10

3

donc
510 ×73 −255 ×492

(125×7)3 +59 ×143 =−
10

3
.

•
552 ×121−2 ×1252

275×605−2 ×254 =
(5×11)2 × (112)−2 × (53)2

52 ×11× (112 ×5)−2 × (52)4 =
52 ×112 ×11−4 ×56

52 ×11×11−4 ×5−2 ×58 = 11 donc
552 ×121−2 ×1252

275×605−2 ×254 = 11 .

•
12−2 ×154

252 ×18−4
=

(3×22)−2 × (5×3)4

(52)2 × (2×32)−4
=

3−2 ×2−4 ×54 ×34

54 ×2−4 ×3−8
= 310 donc

12−2 ×154

252 ×18−4
= 310 .

4. Soit n ∈N.

• an =
1

(−1)n
= (−1)−n =

{

1 si n est pair
−1 si n est impair

donc an =
{

1 si n est pair
−1 si n est impair

.

• bn = (−1)n+2 = (−1)n =
{

1 si n est pair
−1 si n est impair

donc bn =
{

1 si n est pair
−1 si n est impair

.

• cn = (−1)2n =
(

(−1)2)n = 1n = 1 donc cn = 1 .

• dn = (−1)4n+1 = (−1)4n × (−1) =−1 donc dn =−1 .

5. Soit a ∈R\{1} tel que a5 = 1.

• A = a7−3a6+4a5−a2+3a−1 = a5×a2−3(a5×a)+4×1−a2+3a−1 = a2−3a+4−a2+3a−1 = 3 donc A = 3 .

• B = a1234 ×a2341 ×a3412 ×a4123 = a1234+2341+3412+4123 = a11110 = a2222×5 = (a5)2222 = 12222 = 1 donc B = 1 .

• C = 1+a +a2 +a3 +a4 =
1−a5

1−a
= 0 donc C = 0 .
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Fiche de calcul n°4

Calcul littéral

1. Soit x un réel.

• A(x) =−3
(

x −
2

3

)

(x −4) = (−3x +2)(x −4) =−3x2 +12x +2x −8 =−3x2 +14x −8 donc A(x) =−3x2 +14x −8 .

• Rappel : ∀(a,b) ∈R3, (a −b)3 = a3 −3a2b +3ab2 −b3.

B(x) = (2x −1)3 = 8x3 −12x2 +6x −1 donc B(x) = 8x3 −12x2 +6x −1 .

• C (x) = (x2 + x + 1)2 = x4 + 2x2(x + 1) + (x + 1)2 = x4 + 2x3 + 2x2 + x2 + 2x + 1 = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 donc

C (x) = x4 +2x3 +3x2 +2x +1 .

• D(x) = (2x+3)(5x−8)−(2x−4)(5x−1) = 10x2−16x+15x−24−(10x2−2x−20x+4) = 10x2−x−24−10x2+22x−4

donc D(x) = 21x −28 .

2. Soit i un nombre tel que i 2 =−1.

• (3+ i )2 = 9+6i + i 2 = 9+6i −1 = 8+6i donc (3+ i )2 = 8+6i .

• (3−2i )3 = 27−54i +36i 2 −8i 3 = 27−54i −36+8i =−9−46i donc (3−2i )3 =−9−46i .

• (4−5i )(6+3i ) = 24+12i −30i −15i 2 = 24−18i +15 = 39−18i donc (4−5i )(6+3i ) = 39−18i .

3. Soit x un réel.

• A(x) = 3x2 −6x = 3x(x −2) donc A(x) = 3x(x −2) .

• B(x) = (3x +2)(x −1)+ (5x −3)(5x −5) = (3x +2)(x −1)+5(5x −3)(x −1) = (x −1)[3x +2+5(5x −3)]

B(x) = (x −1)(3x +2+25x −15) = (x −1)(28x −13) donc B(x) = (x −1)[3x +2+5(5x −3)] .

• C (x) = (2x −3)(2x −4)− (2−x)(4x −2) = 2(2x −3)(x −2)−2(2−x)(2x −1) = 2(x −2)(2x −3+2x −1)

C (x) = 2(x −2)(4x −4) = 8(x −2)(x −1) donc C (x) = 8(x −2)(x −1) .

• D(x) = 8x+4−(x−5)(2x+1) = 4(2x+1)−(x−5)(2x+1) = (2x+1)[4−(x−5)] = (2x+1)(4−x+5) = (2x+1)(−x+9)

donc D(x) = (2x +1)(−x +9) .

• E(x) = (12x −4)(x +2)−7x(3x −1)+ (9x −3)(x −1) = 4(3x −1)(x +2)−7x(3x −1)+3(3x −1)(x −1)

E(x) = (3x −1)[4(x +2)−7x +3(x −1)] = (3x −1)(4x +8−7x +3x −3) = (3x −1)(−3x +5)

donc E(x) = (3x −1)(−3x +5) .

• F (x) = 9x2 +49−42x = (3x −7)2 donc F (x) = (3x −7)2 .

• G(x) = (2x +1)2 −49 = (2x +1+7)(2x +1−7) = (2x +8)(2x −6) = 4(x +4)(x −3) donc G(x) = 4(x +4)(x −3) .

• H(x) =−(3x +5)2 + (1−x)2 = (1−x +3x +5)[1−x − (3x +5)] = (2x +6)(−4x −4) =−8(x +3)(x +1)

donc H(x) =−8(x +3)(x +1) .

• I (x) = (x +2)(3x −6)+5(4−2x)2 = 3(x +2)(x −2)+20(2−x)2 = 3(x +2)(x −2)+20(x −2)2

I (x) = (x −2)[3(x +2)+20(x −2)] = (x −2)(3x +6+20x −40) = (x −2)(23x −34) donc I (x) = (x −2)(23x −34) .

• J(x) = 3x2 −x + (x +1)(3x −1) = x(3x −1)+ (x +1)(3x −1) = (3x −1)(x +x +1) = (3x −1)(2x +1)

donc J(x) = (3x −1)(2x +1) .

• K (x) = (3x +5)2 −3x −5 = (3x +5)(3x +5−1) = (3x +5)(3x +4) donc K (x) = (3x +5)(3x +4) .

• L(x) = 9(x −1)2 − (2x +3)2 = (3(x −1))2 − (2x +3)2 = [3(x −1)+2x +3][3(x −1)− (2x +3)]

L(x) = (3x −3+2x +3)(3x −3−2x −3) = 5x(x −6) donc L(x) = 5x(x −6) .

• M(x) =−49x2 +1 = (1−7x)(1+7x) donc M(x) = (1−7x)(1+7x) .

• N (x) = (5x −3)(x +1)− (x +1)2 +x2 −1 = (5x −3)(x +1)− (x +1)2 + (x −1)(x +1)

N (x) = (x +1)[5x −3− (x +1)+x −1] = (x +1)(5x −5) = 5(x +1)(x −1) donc N (x) = 5(x +1)(x −1) .

• O(x) = 2x(4−x)−4+x = 2x(4−x)− (4−x) = (4−x)(2x −1) donc O(x) = (4−x)(2x −1) .

• P (x) = x2 +6x +9− (x +3)(x −1) = (x +3)2 − (x +3)(x −1) = (x +3)[x +3− (x −1)] = 4(x +3) donc P (x) = 4(x +3) .

Développer/Factoriser
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• Q(x) = x2 +3x +2 = (x −2)(x −1) donc Q(x) = (x −2)(x −1) .

• R(x) =−5x2 +6x −1 =−5(x −1)
(

x −
1

5

)

= (x −1)(−5x +1) donc R(x) = (x −1)(−5x +1) .

• S(x) = x4 −1 = (x2 −1)(x2 +1) = (x −1)(x +1)(x2 +1) donc S(x) = (x −1)(x +1)(x2 +1) .
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Fiche de calcul n°5

Valeur absolue

1. • |−2| = 2

• |π−3| =π−3

• |π−4| = 4−π

• |1−
p

2| =
p

2−1

2. Le tableau complété :

x ∈ [· · · ; · · · ] · · · ≤ x ≤ ·· · x appartient à l’intervalle fermé de centre · · · et de rayon · · · |x −·· · | ≤ · · ·

x ∈ [−1;2] −1 ≤ x ≤ 2 Centre : 0,5 et rayon : 1,5 |x −0,5| ≤ 1,5

x ∈ [2;4] 2 ≤ x ≤ 4 Centre : 3 et rayon : 1 |x −3| ≤ 1

x ∈ [0;3] 0 ≤ x ≤ 3 Centre :
3

2
et rayon :

3

2

∣

∣

∣x −
3

2

∣

∣

∣≤
3

2

x ∈
[

−
3

2
;

7

2

]

−
3

2
≤ x ≤

7

2
Centre : 1 et rayon :

5

2
|x −1| ≤

5

2

x ∈
[

−
5

4
;3

]

−
5

4
≤ x ≤ 3 Centre :

7

8
et rayon :

17

8

∣

∣

∣x −
7

8

∣

∣

∣≤
17

8

3. • Rappel : ∀X ∈R,∀a ∈R+, |X | = a ⇐⇒ X = a ou X =−a

Soit x ∈R, |x −8| = 1 ⇐⇒ x −8 = 1 ou x −8 =−1 ⇐⇒ x = 9 ou x = 7.

Donc S = {7;9} .

• Rappel : ∀X ∈R,∀Y ∈R, |X | = |Y |⇐⇒ X = Y ou X =−Y ⇐⇒ X 2 = Y 2

Soit x ∈R, |1−2x| = |x +3|⇐⇒ 1−2x = x +3 ou 1−2x =−x −3 ⇐⇒ 3x =−2 ou x = 4 ⇐⇒ x =−
2

3
ou x = 4.

Donc S =
{

−
2

3
;4

}

.

• Rappel : ∀X ∈R,∀a ∈R+, |X | ≤ a ⇐⇒−a ≤ X ≤ a

Soit x ∈R, |2−x| < 3 ⇐⇒−3 < 2−x < 3 ⇐⇒−5 <−x < 1 ⇐⇒−1 < x < 5

Donc S =]−1,5[ .

• Rappel : ∀X ∈R,∀a ∈R+, |X | ≥ a ⇐⇒ X ≤−a ou X ≥ a

Soit x ∈R, |3x +4| ≥ 5 ⇐⇒ 3x +4 ≤−5 ou 3x +4 ≥ 5 ⇐⇒ 3x ≤−9 ou 3x ≥ 1 ⇐⇒ x ≤−3 ou x ≥
1

3
.

S =]−∞;−3]∪
[1

3
;+∞

]

.

• Ici, l’inéquation est formée de la comparaison de deux valeurs absolues, le réflexe est d’élever au carré.

Soit x ∈R, |2x −3| ≤ |x −1|⇐⇒ (2x −3)2 ≤ (x −1)2 ⇐⇒ (2x −3)2 − (x −1)2 ≤ 0 ⇐⇒ (3x −4)(x −2) ≤ 0.

On effectue alors un tableau de signes et on obtient S =
[4

3
;2

]

.
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• On écrit 2|x +1|+ |5−x| sans valeur absolue à l’aide d’un tableau.

Soit x ∈R.

* On détermine les valeurs de x pour lesquelles les expressions mises en valeur absolue changent de signe.

• x +1 = 0 ⇐⇒ x =−1

• 5−x = 0 ⇐⇒ x = 5

* On dresse le tableau :

x

|x + 1|

|5− x|

2|x +1|+
|5− x|

−∞ −1 5 +∞

−x −1 0 x +1 x +1

5−x 5−x 0 x −5

−3x +3 x +7 3x −3

Il n’y a pas de zéro sur la dernière ligne. En effet, on fait une somme, pas un produit !

* On résout alors 3 équations :

• Si x ∈]−∞;−1],2|x +1|+ |5−x| = 8 ⇐⇒−3x +3 = 8 ⇐⇒−3x = 5 ⇐⇒ x =−
5

3
.

Or −
5

3
∈]−∞;−1], donc S1 =

{

−
5

3

}

.

• Si x ∈ [−1;5],2|x +1|+ |5−x| = 8 ⇐⇒ x +7 = 8 ⇐⇒ x = 1.

Or 1 ∈ [−1;5], donc S2 = {1}.

• Si x ∈ [5;+∞[,2|x +1|+ |5−x| = 8 ⇐⇒ 3x −3 = 8 ⇐⇒ 3x = 11 ⇐⇒ x =
11

3
.

Or
11

3
∉ [5;+∞[, donc S3 =;.

* On détermine l’ensemble des solutions de l’équation : S = S1 ∪S2 ∪S3 donc S =
{

−
5

3
;1

}

.

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 12 / 30 2024-2025



Fiche de calcul n°6

Racines carrées

1. •
√

(−3)2 = 3

•
√

(
p

3−2)2 = 2−
p

3

•
√

(2−
p

7)2 =
p

7−2

• (
p

6−3)(3+
p

6) =
p

6
2 −32 = 6−9 =−3 donc (

p
6−3)(3+

p
6) =−3 .

•
(

2−
p

5
)2 = 4−4

p
5+5 = 9−4

p
5 donc

(

2−
p

5
)2 = 9−4

p
5 .

•
√

4+2
p

3 =
√

1+2
p

3+3 =
√

12 +2
p

3+
p

3
2 =

√

(1+
p

3)2 = 1+
p

3 donc

√

4+2
p

3 =
√

1+2
p

3+3 = 1+
p

3 .

•
(

√

2
p

3
)4

=
((

√

2
p

3
)2)2

=
(

2
p

3
)2

= 22 ×
p

3
2 = 12 donc

(

√

2
p

3
)4

= 12 .

•
(
p

2+
p

3
)2 +

(
p

2−
p

3
)2 = 2+2

p
2
p

3+3+2−2
p

2
p

3+3 = 10 donc
(
p

2+
p

3
)2 +

(
p

2−
p

3
)2 = 10 .

•
p

25+36+64 =
p

125 = 5
p

5 donc
p

25+36+64 = 5
p

5 .

•
p

20−3
p

5+
p

45 = 2
p

5−3
p

5+3
p

5 = 2
p

5 donc
p

20−3
p

5+
p

45 = 2
p

5 .

• 3
p

12+2
p

27−
p

48 = 6
p

3+6
p

3−4
p

3 = 8
p

3 donc 3
p

12+2
p

27−
p

48 = 8
p

3 .

•
p

7+
p

5
p

7−
p

5
+
p

7−
p

5
p

7+
p

5
=

(
p

7+
p

5)2 + (
p

7−
p

5)2

(
p

7−
p

5)(
p

7+
p

5)
=

7+2
p

7
p

5+5+7−2
p

7
p

5+5
p

7
2 −

p
5

2 =
24

2
= 12

donc

p
7+

p
5

p
7−

p
5
+
p

7−
p

5
p

7+
p

5
= 12 .

2. Pour comparer deux nombres positifs, on compare leurs carrés et on utilise le sens de variation de la fonction racine

carré sur [0;+∞[.

(1+
p

2)2 = 3+2
p

2 et (
p

3)2 = 3 donc (1+
p

2)2 > (
p

3)2.

Or la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0;+∞[ donc 1+
p

2 >
p

3 .

3. • Soit x ∈ [0;+∞[, A(x) =
1

p
x +1+

p
x
=

p
x +1−

p
x

(
p

x +1+
p

x)((
p

x +1−
p

x)
=

p
x +1−

p
x

x +1−x
=
p

x +1−
p

x.

Donc ∀x ∈ [0;+∞[, A(x) =
p

x +1−
p

x .

• Soit x ∈ [0;1[∪]1;+∞[,B(x) =
p

x +1
p

x −1
−
p

x −1
p

x +1
=

(
p

x +1)2 − (
p

x −1)2

(
p

x −1)(
p

x +1)
=

x +2
p

x +1−x +2
p

x −1

x −1
=

4
p

x

x −1
.

Donc ∀x ∈ [0;1[∪]1;+∞[, B(x) =
4
p

x

x −1
.

• Soit x ∈R\{−1;1}, C (x) =
1−x2

(1+x2)
√

(

1−x2
)2

=
1−x2

(1+x2)|1−x2|
.

Or |1−x2| =
{

1−x2 si 1−x2 ≥ 0
x2 −1 si x2 −1 < 0

, donc |1−x2| =
{

1−x2 si −1 ≤ x ≤ 1
x2 −1 si x <−1 ou x > 1

.

Donc ∀x ∈R\{−1;1},C (x) =











1

1+x2
si −1 ≤ x ≤ 1

−
1

1+x2 si x <−1 ou x > 1
.
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Fiche de calcul n°7

Equations du second degré

1. Soit x ∈R.

• x2 −6x +9 = 0 ⇐⇒ (x −3)2 = 0 ⇐⇒ x −3 = 0 ⇐⇒ x = 3. Donc S = {3} .

• 9x2 +6x +1 = 0 ⇐⇒ (3x +1)2 = 0 ⇐⇒ 3x +1 = 0 ⇐⇒ x =−
1

3
. Donc S =

{

−
1

3

}

.

• x2 +4x −12 = 0 : ∆= 42 −4× (−12) = 16+48 = 64. Donc l’équation admet deux solutions réelles dont la somme
est égale à −4 et le produit est égal à −12. Alors S = {−6;2} .

• x2 −5x = 0 ⇐⇒ x(x −5) = 0 ⇐⇒ x = 0 ou x = 5. Donc S = {0;5} .

• ∀x ∈R,2x2 +3 > 0 donc l’équation 2x2 +3 = 0 n’a pas de solution réelle. Ainsi S =; .

• 2x2−x−6 = 0 :∆= (−1)2−4×2×(−6) = 1+48 = 49. Donc l’équation admet deux solutions réelles dont la somme

est égale à
1

2
et le produit est égal à −3. Alors S =

{

−
3

2
;2

}

.

2. • 9+13 = 22 et 9×13 = 117

donc une équation du second degré admettant comme solutions les réels 9 et 13 est : x2 −22x +117 = 0 .

• −11+17 = 6 et −11×17 =−187

donc une équation du second degré admettant comme solutions les réels −11 et 17 est : x2 −6x −187 = 0 .

• 2+
p

3+2−
p

3 = 4 et (2+
p

3)(2−
p

3) = 22 −
p

3
2 = 4−3 = 1

donc une équation du second degré admettant comme solutions les réels 2+
p

3 et 2−
p

3 est : x2 −4x +1 = 0 .

3. • (m+2)x2−2(m−1)x+4 = 0 :∆= [−2(m−1)]2−16(m+2) = 4m2−8m+4−16m−32 = 4m2−24m−28 = 4(m2−6m−7).

L’équation (m +2)x2 −2(m −1)x +4 = 0 admet une solution double si et seulement si son discriminant est nul.

Or ∆= 0 ⇐⇒ m2 −6m −7 = 0 ⇐⇒ m =−1 ou m = 7.

Dans le cas où m =−1, S = {−2} et dans le cas où m = 7, S =
{2

3

}

.

• (m+3)x2 +2(3m+1)x +m+3 = 0 :∆= [2(3m+1)]2 −4(m+3)2 = 4[(3m+1)2 − (m+3)2] = 4(3m+1+m+3)(3m+
1−m −3) = 4(4m +4)(2m −2) = 32(m +1)(m −1).

L’équation (m +3)x2 +2(3m +1)x +m +3 = 0 admet une solution double si et seulement si son discriminant est
nul.

Or ∆= 0 ⇐⇒ (m +1)(m −1) = ř ⇐⇒ m =−1 ou m = 1.

Dans le cas où m =−1, S = {1} et dans le cas où m = 1, S = {−1} .

4. • Le discriminant du trinôme x2 − (
p

2+1)x +
p

2 est ∆= (
p

2+1)2 −4×
p

2 = 2+2
p

2+1−4
p

2 = 3−2
p

2

Or 3−2
p

2 = 1+
p

2
2 −2

p
2 donc ∆= (1−

p
2)2. Ainsi ∆> 0 donc x2 − (

p
2+1)x +

p
2 admet pour racines 1 et

p
2.

Lorsque son discriminant est strictement positif, le trinôme est du signe du coefficient dominant à l’extérieur des

racines et du signe opposé entre les racines.

Donc x2 − (
p

2+1)x +
p

2 ≤ 0 ⇐⇒ x ∈
[

1;
p

2
]

.D’où S =
[

1;
p

2
]

.

• Le discriminant du trinôme −x2 +2x +15 est ∆= 22 −4× (−1)×15 = 4+60 = 64.

−x2+2x+15 admet deux racines réelles dont la somme est égale à 2 et le produit est égal à −15 : ces racines sont
donc 5 et −3.

Donc −x2 +2x +15 > 0 ⇐⇒ x ∈]−3;5[. D’où S =]−3;5[ .
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Fiche de calcul n°8

Exponentielle et logarithme

1. • ln16 = ln24 = 4ln2 donc ln16 = 4ln2 .

• ln512 = ln29 = 9ln2 donc ln512 = 9ln2 .

• ln(0,125) = ln
( 53

103

)

= ln53 − ln103 = 3ln5−3ln(5×2) = 3ln5−3ln5−3ln2 =−3ln2 donc ln(0,125) =−3ln2 .

• 3ln
( 1
p

2

)

=−3ln
p

2 =−3ln2
1
2 =−

3

2
ln2 donc 3ln

( 1
p

2

)

=−
3

2
ln2 .

•
1

8
ln

(1

4

)

−
1

4
ln

(1

8

)

=−
1

8
ln22 +

1

4
ln23 =−

1

4
ln2+

3

4
ln2 =

1

2
ln2 donc

1

8
ln

(1

4

)

−
1

4
ln

(1

8

)

=
1

2
ln2 .

• ln
(16

25

)

= ln
(24

52

)

= ln24 − ln52 = 4ln2−2ln5 donc ln
(16

25

)

= 4ln2−2ln5 .

• ln
(1

2

)

+ln
(2

3

)

+·· ·+ln
(98

99

)

+ln
( 99

100

)

=− ln2+ln2−ln3+·· ·+ln98−ln99+ln99−ln100 =− ln100 =− ln(5×2)2 =

−2ln(5×2) =−2ln5−2ln2 donc ln
(1

2

)

+ ln
(2

3

)

+·· ·+ ln
(98

99

)

+ ln
( 99

100

)

=−2ln5−2ln2 .

2. A = ln((2+
p

3)20)+ ln((2−
p

3)20) = ln
[

(2+
p

3)20(2−
p

3)20
]

= ln
[

(2+
p

3)(2−
p

3)
]20

= ln(22−
p

3
2

)20 = ln120 = ln1 = 0

donc A = 0 .

3. B = ln8− ln2+ ln4− ln16 = ln23 − ln2+ ln22 − ln24 = 3ln2− ln2+2ln2−4ln2 = 0.

Donc B ∈N .

4. C = ln(
p

5−1)+ ln(
p

5+1) = ln
[

(
p

5−1)(
p

5+1)
]

= ln(
p

5
2 −12) = ln4 = 2ln2.

En posant a = b = 2, il existe a et b deux entiers naturels non nuls tels que C = a lnb .

5. Soit x ∈R, ln(1+e−x ) = ln
(ex +1

ex

)

= ln(ex +1)− ln(ex ) = ln(1+ex )−x.

Donc ∀x ∈R, ln(1+e−x ) = ln(1+ex )−x .

6. • On note D l’ensemble de définition de cette équation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒
{

x − 3 > 0
2x + 1 > 0

⇐⇒
{

x > 3

x > −
1

2

⇐⇒ x > 3. Alors D =]3;+∞[.

Soit x ∈D,ln(x−3)+ ln(2x+1) = 2ln2 ⇐⇒ ln[(x−3)(2x+1)] = ln4 ⇐⇒ (x−3)(2x+1) = 4 ⇐⇒ 2x2−5x−7 = 0 ⇐⇒
x =−1 ou x =

7

2
.

Or −1 ∉D donc S =
{7

2

}

.

• On note D l’ensemble de définition de cette inéquation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ x +1 > 0 ⇐⇒ x >−1. Alors D =]−1;+∞[.

Soit x ∈D, ln(x +1) > 0 ⇐⇒ x +1 > 1 ⇐⇒ x > 0.
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x

Signe
de x −2

Signe de
ln(x +1)

Signe du
produit

−1 0 2 +∞

− − 0 +

− 0 + +

+ 0 − 0 +

Donc S =]−1;0[∪]2;+∞[ .

1. • e3ln2 = e ln23
= 23 = 8 donc e3ln2 = 8 .

• e−2ln3 = e
ln

(

1
32

)

=
1

9
donc e−2ln3 =

1

9
.

• ln(
p

e) = ln
(

e
1
2
)

=
1

2
lne =

1

2
donc ln(

p
e) =

1

2
.

• e ln3−ln2 = e ln
(

3
2

)

=
3

2
donc e ln3−ln2 =

3

2
.

• e− ln(ln2) = e ln
(

1
ln2

)

=
1

ln2
donc e− ln(ln2) =

1

ln2
.

• ln
(

√

e4
)

− ln
(

√

e2
)

= ln(e4)
1
2 − ln(e2)

1
2 = lne2 − lne = 2lne −1 = 2−1 = 1 donc ln

(

√

e4
)

− ln
(

√

e2
)

= 1 .

• ln
(√

e− lne2
)

= ln(e− lne2
)

1
2 = ln

(

e−
1
2 lne2

)

= ln(e− lne ) = ln(e−1) =− lne =−1 donc ln
(√

e− lne2
)

=−1 .

2. • On note D l’ensemble de définition de A.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ 1−x > 0 ⇐⇒ x < 1 donc D =]−∞;1[ .

Soit x ∈]−∞;1[, A(x) = e
ln

(

1p
1−x

)

=
1

p
1−x

.

Donc ∀x ∈]−∞;1[, A(x) =
1

p
1−x

.

• On note D l’ensemble de définition de B .

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ x +1 > 0 ⇐⇒ x >−1 donc D =]−1;+∞[ .

Soit x ∈]−1;+∞[,B(x) = ex ×e− ln(x+1) = ex ×e
ln

(

1
x+1

)

=
ex

x +1
.

Donc ∀x ∈]−1;+∞[,B(x) =
ex

x +1
.

3. • Soit x ∈R,e−x2+x = 1 ⇐⇒−x2 +x = ln1 ⇐⇒−x2 +x = 0 ⇐⇒−x(x −1) = 0 ⇐⇒ x = 0 ou x = 1. Donc S = {0;1} .
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• On note D l’ensemble de définition de cette inéquation.

Soit x ∈R, x ∈D ⇐⇒ ex −2 > 0 ⇐⇒ ex > 2 ⇐⇒ x > ln2. Alors D =] ln2;+∞[.

Soit x ∈D, ln(ex −2) ≥ 0 ⇐⇒ ex −2 ≥ 1 ⇐⇒ ex ≥ 3 ⇐⇒ x ≥ ln3. Donc S = [ln3;+∞[ .

• Soit x ∈R,e3x−5 > 12 ⇐⇒ 3x −5 > ln12 ⇐⇒ 3x > ln12+5 ⇐⇒ x >
ln12+5

3
.

Ainsi S =
] ln12+5

3
+∞

[

.

• Soit x ∈R∗
+,e1+ln x ≤ 2 ⇐⇒ 1+ ln x ≤ ln2 ⇐⇒ ln x ≤ ln2−1 ⇐⇒ x ≤ e ln2−1 ⇐⇒ x ≤

2

e
. Donc S =

]

0;
2

e

]

.

• Soit x ∈R\{−1},
2ex −e2x

x −1
> 0 ⇐⇒

ex (2−ex )

x −1
> 0. Or ex > 0 donc

2ex −e2x

x −1
> 0 ⇐⇒

2−ex

x −1
> 0.

De plus, 2−ex ≥ 0 ⇐⇒ ex ≤ 2 ⇐⇒ x ≤ ln2.

On peut alors dresser le tableau de signes du quotient :

x

Signe de
2− ex

Signe
de x −1

Signe du
quotient

−∞ ln2 1 +∞

+ 0 − −

− − 0 +

− 0 + −

Donc S =] ln2;1[ .
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Fiche de calcul n°9

Trigonométrie

1. Tableau complété :

Angle α en degrés Angle α en radians cosα sinα tanα

0 0 1 0 0

30
π

6

p
3

2

1

2

p
3

3

45
π

4

p
2

2

p
2

2
1

60
π

3

1

2

p
3

2

p
3

90
π

2
0 1 impossible

120
2π

3
−

1

2

p
3

2
−
p

3

135
3π

4
−
p

2

2

p
2

2
−1

150
5π

6
−
p

3

2

1

2
−
p

3

3

180 π −1 0 0

210
7π

6
−
p

3

2
−

1

2

p
3

3

225
5π

4
−
p

2

2
−
p

2

2
1

240
4π

3
−

1

2
−
p

3

2

p
3

270
3π

2
0 −1 impossible

300
5π

3

1

2
−
p

3

2
−
p

3

315
7π

4

p
2

2
−
p

2

2
−1

330
11π

6

p
3

2
−

1

2
−
p

3

2

360 2π 1 0 0

2. • cos
(

π

4

)

+cos
(3π

4

)

+cos
(5π

4

)

+cos
(7π

4

)

= cos
(

π

4

)

−cos
(

π

4

)

−cos
(

π

4

)

+cos
(

π

4

)

= 0

• sin
(5π

6

)

+ sin
(7π

6

)

= sin
(

π

6

)

− sin
(

π

6

)

= 0

• cos2
(4π

3

)

− sin2
(4π

3

)

=
(

−
1

2

)2
−

(

−
p

3

2

)2
=

1

4
−

3

4
=−

1

2
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3. • Soit x ∈R, sin(π−x)+cos
(

π

2
+x

)

= sin x − sin x = 0 donc ∀x ∈R, sin(π−x)+cos
(

π

2
+x

)

= 0 .

• Soit x ∈R, sin(−x)+cos(π+x)+ sin
(

π

2
−x

)

=−sin x −cos x +cos x =−sin x

donc ∀x ∈R, sin(−x)+cos(π+x)+ sin
(

π

2
−x

)

=−sin x .

• Soit x ∈R, sin
(

π

2
−x

)

+ sin
(

π

2
+x

)

= cos x +cos x = 2cos x donc ∀x ∈R, sin
(

π

2
−x

)

+ sin
(

π

2
+x

)

= 2cos x .

• Soit x ∈R,cos(x −π)+ sin
(

−
π

2
−x

)

= cos(π−x)− sin
(

x +
π

2

)

=−cos x −cos x =−2cos x

donc ∀x ∈R,cos(x −π)+ sin
(

−
π

2
−x

)

=−2cos x .

1. cos2
θ+ sin2

θ = 1 donc cos2
θ = 1− sin2

θ, alors cosθ =±
√

1− sin2
θ.

Or θ ∈
[

π

2
;

3π

2

]

donc cosθ ≤ 0, alors cosθ =−
√

1−
1

9
=−

2
p

2

3
. Ainsi cosθ =−

2
p

2

3
.

2. • Soit x ∈R,2sin x = 1 ⇐⇒ sin x =
1

2
⇐⇒ sin x = sin

π

6
⇐⇒ x =

π

6
+2kπ ou x =π−

π

6
+2kπ,k ∈Z.

Or x ∈ [−π;π] donc S =
{

π

6
;

5π

6

}

.

• Soit x ∈R,1−
p

2cos x = 0 ⇐⇒ cos x =
p

2

2
⇐⇒ cos x = cos

π

4
⇐⇒ x =

π

4
+2kπ ou x =−

π

4
+2kπ,k ∈Z.

Or x ∈ [0;2π] donc S =
{

π

4
;

7π

4

}

.

• S =
[

0;
π

3

]

∪
[5π

3
;2π

]

.

• Soit x ∈R, sin2x =−
p

3

2
⇐⇒ sin2x = sin

(

−
π

3

)

⇐⇒ 2x =−
π

3
+2kπ ou 2x =π+

π

3
+2kπ,k ∈Z.

sin2x =−
p

3

2
⇐⇒ x =−

π

6
+kπ ou x =

2π

3
+kπ,k ∈Z.

Or x ∈
[

−
π

2
;
π

2

]

donc S =
{

−
π

6
;−

π

3

}

.

• Soit x ∈ [−π;π],sin2 x = sin x ⇐⇒ sin x(sin x −1) = 0 ⇐⇒ sin x = 0 ou sin x = 1 ⇐⇒ x = kπ ou x =
π

2
+2kπ,k ∈Z.

Donc S =
{

−π;0;
π

2
;π

}

.

• Soit x ∈R, sin x = cos
(2π

3

)

⇐⇒ sin x = sin
(

π

2
−

2π

3

)

⇐⇒ sin x = sin
(

−
π

6

)

.

sin x = cos
(2π

3

)

⇐⇒ x =−
π

6
+2kπ ou x =π+

π

6
+2kπ,k ∈Z⇐⇒ x =−

π

6
+2kπ ou x =

7π

6
+2kπ,k ∈Z.

Or x ∈ [−π;π] donc S =
{7π

6
;

11π

6

}

.

• Soit x ∈ [0;2π] alors x −
π

4
∈

[

−
π

4
;

7π

4

]

.

cos
(

x −
π

4

)

≥ 0 ⇐⇒−
π

4
≤ x −

π

4
≤

π

2
ou

3π

2
≤ x −

π

4
≤

7π

4
⇐⇒ 0 ≤ x ≤

3π

4
ou

7π

4
≤ x ≤ 2π.

Alors S =
[

0;
3π

4

]

∪
[7π

4
;2π

]

.

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 19 / 30 2024-2025



• Soit x ∈ [0;2π],2
p

3cos x +3 > 0 ⇐⇒ cos x >−
p

3

2
.

Donc S =
[

0;
5π

6

[

∪
]7π

6
;2π

]

.

• Soit x ∈
[

−
π

2
;
π

2

]

alors 2x ∈ [−π;π].

1−
p

2sin2x < 0 ⇐⇒ sin2x >
p

2

2
.

Donc 1−
p

2sin2x < 0 ⇐⇒
π

4
< 2x <

3π

4
⇐⇒

π

8
< x <

3π

8
.

Ainsi S =
]

π

8
;

3π

8

[

.
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Fiche de calcul n°10

Dérivation

1. • La fonction x 7→ ex est dérivable sur R.

• La fonction exp est continue sur R.

• sin′(2x) = 2cos(2x).

• La dérivée de la fonction ln est x 7→
1

x
.

• ∀x ∈R, x2 ≥ 0 .

• La suite (un) est croissante.

• La fonction inverse est continue sur ]−∞;0[ et sur ]0;∞[.

2. • f est dérivable sur R.

• f est continue sur R.

• f est croissante sur R.

• f (x) ≥ 0 pour tout x ∈ [−1;+∞[

• f ≥ 0 sur [−1;+∞[.

3. • f est dérivable sur sur ]0;+∞[ en tant que produit de fonctions dérivables sur ]0;+∞[.

Soit x ∈]0;+∞[, f ′(x) = x ×
1

x
+1× ln x = 1+ ln x.

Donc ∀x ∈]0;+∞[, f ′(x) = 1+ ln x .

• La fonction x 7→ 2x est dérivable sur R à valeurs dans R. De plus, la fonction exponentielle est dérivable sur R

donc par composée et somme, f est dérivable sur R.

∀x ∈R, f ′(x) = 2e2x −3 .

• La fonction x 7→ 2x +3 est dérivable sur R à valeurs dans R. De plus, la fonction cos est dérivable sur R donc par
composée, f est dérivable sur R.

∀x ∈R, f ′(x) =−2sin(2x +3) .

• f est dérivable sur R et ∀x ∈R, f ′(x) = 4(2x −5)(x2 −5x)3 .

• f est dérivable sur chaque intervalle de R∗ en tant que quotient de fonctions dérivables sur chaque intervalle de
R∗ dont le dénominateur ne s’annule pas.

Soit x ∈R∗, f ′(x) =
(ex +1)x − (ex +x)×1

x2
=

ex (x −1)

x2
.

Donc ∀x ∈R∗, f ′(x) =
ex (x −1)

x2 .

• ln est dérivable sur ]1;+∞[ à valeurs dans ]0;+∞[. Par composée, f est dérivable sur ]1;+∞[.

∀x ∈]1;+∞[, f ′(x) =
1

x ln x
.
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• La fonction x 7→
1+x

1−x
est dérivable sur ]−1;1[ à valeurs dans R∗

+. Or la fonction ln est dérivable sur R∗
+ donc par

composée, f est dérivable sur ]−1;1[.

Soit x ∈]−1;1[, f ′(x) =

1−x +1+x

(1−x)2

1+x

1−x

=

2

(1−x)2

1+x

1−x

=
2

(1−x)2
×

1−x

1+x
=

2

1−x2
.

OU :

∀x ∈]−1;1[, f (x) = ln(1+x)− ln(1−x) donc ∀x ∈]−1;1[, f ′(x) =
1

1+x
−

−1

1−x
=

1−x +1+x

(1+x)(1−x)
=

2

1−x2
.

Donc ∀x ∈]−1;1[, f ′(x) =
2

1−x2
.

• La fonction x 7→ x2−3x+4 est dérivable sur R à valeurs dans R∗
+. Or la fonction racine carrée est dérivable sur R∗

+
donc par composée, f est dérivable sur R.

∀x ∈R, f ′(x) =
2x −3

2
p

x2 −3x +4
.

• f est dérivable sur ]1;+∞[.

Soit x ∈]1;+∞[, f ′(x) =
1+

2x

2
p

x2 −1

x +
p

x2 −1
=

p
x2 −1+x
p

x2 −1

x +
p

x2 −1
=

1
p

x2 −1
.

Donc ∀x ∈]1;+∞[, f ′(x) =
1

p
x2 −1

.

• f est dérivable sur chaque intervalle de R∗.

Soit x ∈R∗, f ′(x) = 2x sin
( 1

x

)

+x2 ×
(

−
1

x2

)

cos
( 1

x

)

= 2x sin
( 1

x

)

−cos
( 1

x

)

.

Donc ∀x ∈R∗, f ′(x) = 2x sin
( 1

x

)

−cos
( 1

x

)

.

4. • La tangente ∆ a pour équation y = f ′(0)(x −0)+ f (0).

f est dérivable sur ]−1;+∞[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur ]−1;+∞[ dont le dénominateur ne
s’annule pas.

Soit x ∈]−1;+∞[, f ′(x) =
2x(x +1)− (x2 −2)

(x +1)2 =
x2 +2x +2

(x +1)2 .

f (0) =−2 et f ′(0) = 2 donc ∆ a pour équation y = 2x −2 .

• On étudie le signe de f (x)− (2x +2) pour tout x ∈]−1;+∞[.

Soit x ∈]−1;+∞[, f (x)− (2x+2) =
x2 −2

x +1
− (2x−2) =

(x2 −2)− (2x −2)(x +1)

x +1
=

x2 −2−2x2 −2x +2x +2

x +1
=

−x2

x +1
.

Or ∀x ∈]−1;+∞[, x +1 > 0 et −x2 ≤ 0 donc ∀x ∈]−1;+∞[,
−x2

x +1
≤ 0.

Ainsi ∀x ∈]−1;+∞[, f (x) ≤ y . Donc C est en dessous de ∆ sur ]−1;+∞[ .
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Fiche de calcul n°11

Primitives

1. • ∀x ∈R,F (x) =
1

3
x3 −

1

2
x2 +x −ex .

• ∀x ∈]0;+∞[,F (x) = 2x −8
p

x −
1

2
ln x −

3

x
.

• Soit x ∈R, f (x) =
1

2
×2(2x +1)3.

Donc f =
1

2
u′u3 avec u(x) = 2x +1, alors F =

1

2
×

1

4
u4.

Ainsi ∀x ∈R,F (x) =
1

8
(2x +1)4 .

• Soit x ∈R, f (x) =−
1

2
× (−2)e−2x +

1

3
×3e3x .

Donc f =−
1

2
u′eu +

1

3
v ′ev avec u(x) =−2x et v(x) = 3x, alors F =−

1

2
eu +

1

3
ev .

Ainsi ∀x ∈R,F (x) =−
1

2
e−2x +

1

3
e3x .

• Soit x ∈R, f (x) = sin′ x sin2 x.

Donc f = u′u2 avec u = sin, alors F =
1

3
u3.

Ainsi ∀x ∈R,F (x) =
1

3
sin3 x .

• Soit x ∈
]

0;
4

3

[

, f (x) =
1
3 ×3

3x −4
−

1

x
. Donc f =

1

3
×

u′

u
− v ′ avec u(x) = 3x −4 et v ′(x) =

1

x
. Alors F =

1

3
ln |u|− v .

Donc F (x) =
1

3
ln |3x −4|− ln |x|.

Or x ∈
]

0;
4

3

[

donc x > 0 et 3x −4 < 0.

Ainsi ∀x ∈
]

0;
4

3

[

,F (x) =
1

3
ln(4−3x)− ln x .

• Soit x ∈R, f (x) =
3
2 (2x −4)

x2 −4x +5
. Donc f =

3

2
×

u′

u
avec u(x) = x2 −4x +5. Alors F =

3

2
ln |u|.

Donc F (x) =
3

2
ln |x2 −4x +5|. Or ∀x ∈R, x2 −4x +5 > 0 donc ∀x ∈R,F (x) =

3

2
ln(x2 −4x +5) .

• Soit x ∈]−1;1[, f (x) =
−4(−2x)
p

1−x2
. Donc f =−4×

u′
p

u
avec u(x) = 1−x2. Alors F =−4×2

p
u.

Donc ∀x ∈]−1;1[,F (x) =−8
√

1−x2 .

• Soit x ∈]0;+∞[, f (x) =
1

x
× ln x. Donc f = u′u avec u = ln. Alors F =

1

2
u2.

Ainsi ∀x ∈]0;+∞[,F (x) =
1

2
(ln x)2 .
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2. • J =
∫1

0
(x2 −2x +3)d x =

[1

3
x3 −x2 +3x

]1

0
=

1

3
−1+3 =

7

3
. Donc I =

7

3
.

• J =
∫1

0

1

2x +1
d x =

[1

2
ln |2x +1|

]1

0
=

1

2
ln3.

Donc I =
1

2
ln3 .

• J =
∫ π

3

0
(sin2x+cos4x)d x =

[

−
1

2
cos2x+

1

4
sin4x

] π

3

0
=−

1

2
cos

2π

3
+

1

4
sin

4π

3
−

(

−
1

2

)

=
1

4
−
p

3

8
+

1

2
. Donc I =

3

4
−
p

3

8
.

• J =
∫1

−1
x(x2 +1)3d x =

1

2

∫1

−1
2x(x2 +1)3d x =

1

2

[1

4
(x2 +1)4

]1

−1
= 0. Donc I = 0 .

3. • Soit x ∈ [1;e], on pose

{

u′(x) = x

v(x) = ln x
alors











u(x) =
1

2
x2

v ′(x) =
1

x

.

u et v sont des fonctions dérivables, à dérivées continues sur [1;e].

Alors par intégration par parties, J =
∫e

1
x ln xd x =

[1

2
x2 ln x

]e

1
−

∫e

1

x

2
d x =

1

2
e2 −

[x2

4

]e

1
=

e2 +1

4
.

Donc J =
e2 +1

4
.

• Soit x ∈
[

−
π

2
;
π

2

]

, on pose

{

u′(x) = cos x

v(x) = 2x +1
alors

{

u(x) = sin x

v ′(x) = 2
.

u et v sont des fonctions dérivables, à dérivées continues sur
[

−
π

2
;
π

2

]

.

Alors par intégration par parties, J =
[1

2
x2 ln x

]e

1
−

∫e

1

x

2
d x =

1

2
e2 −

[x2

4

]e

1
=

e2 +1

4
.

Donc J =
e2 +1

4
.

J =
[

(2x +1)sin x
] π

2

− π

2

−
∫ π

2

− π

2

2sin xd x =π+1− (−π+1)(−1)−2[−cos x]
π

2

− π

2
= 2.

Donc J = 2 .

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 24 / 30 2024-2025



Fiche de calcul n°12

Suites numériques

1. • u0 =
12

5

• u1 = 8

• un+1 =
2(n +1)+3

5
×2n+1+2 =

2n +5

5
×2n+3 donc un+1 =

2n +5

5
×2n+3 .

• u3n =
2×3n +3

5
×23n+2 =

6n +3

5
×23n+2 donc u3n =

6n +3

5
×23n+2 .

2. • v2 = 2v1 +3 = 2(2v0 +3)+3 = 2(2+3)+3 = 13 donc le troisième terme de (vn) est v2 = 13 .

• v3 = 2v2 +3 = 2×13+3 = 29 donc v3 = 29 .

3. • w1 =
1

2
×42 = 8, w2 =

1

2
×82 = 32 et w3 =

1

2
×322 = 512 donc le troisième terme de (wn) est w3 = 512 .

• w3 = 512

4. • t2n = ln
( (2n)2n

22n

)

= ln
(22n ×n2n

22n

)

= ln(n2n) = 2n lnn donc ∀n ∈N∗, t2n = 2n lnn .

• t4n = ln
( (4n)4n

24n

)

= ln
(24n × (2n)4n

24n

)

= ln((2n)4n) = 4n ln(2n) donc ∀n ∈N∗, t4n = 4n ln(2n) .

5. Soit n ∈N,un+1 −un =
3(n +1)+2

n +1+1
−

3n +2

n +1
=

(3n +5)(n +1)− (3n +2)(n +2)

(n +2)(n +1)
=

3n2 +5n +3n +5−3n2 −6n −2n −4

(n +2)(n +1)

donc un+1 −un =
1

(n +2)(n +1)
.

Or ∀n ∈N,
1

(n +2)(n +1)
> 0 donc ∀n ∈N,un+1 −un > 0.

Ainsi la suite (un) est strictement croissante.

Suites explicites/suites récurrentes

1. • ∀n ∈N,un = 1+2n donc u9 = 1+2×9 = 19.

Ainsi le dixième terme de (un) est u9 = 19 .

• u0 +u1 +·· ·+u99 = 100×
u0 +u99

2
=

(1+1+2×99)×100

2
=

20000

2
= 10000 donc u0 +u1 +·· ·+u99 = 10000 .

2. • v103 = v102 + r et v102 = v101 + r donc v103 = v101 +2r . Or v101 =
2

3
et v103 =

3

4
donc

3

4
=

2

3
+2r . D’où r =

1

24
.

• r > 0 donc (vn) est croissante .

Le terme général de (vn) est vn = v0 +
1

24
n .

3. • 0 <
1

2
< 1 donc (wn) est décroissante .

• ∀n ∈N∗, wn = 3×
(1

2

)n−1
donc w10 = 3×

(1

2

)9
.

• w1 +w2 +·· ·+w80 = 3×
1−

(

1
2

)80

1− 1
2

= 6
(1

2

)80
donc w1 +w2 +·· ·+w80 = 6

(1

2

)80
.

Suites arithmétiques/suites géométriques
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La médiathèque d’une petite ville a ouvert ses portes le 2 janvier 2023 et a enregistré 2500 inscriptions en 2023.
Elle estime que, chaque année, 80% des anciens inscrits renouvelleront leur inscription l’année suivante et qu’il y aura 400
nouveaux adhérents. On modélise cette situation par une suite numérique (an).
On note a0 = 2500 le nombre d’inscrits à la médiathèque en 2023 et an représente le nombre d’inscrits à la médiathèque
pendant l’année 2023+n.

1. (a) a1 = 0,8×a0 +400 = 0,8×2500+400 = 2400. Donc a1 = 2400 .

a2 = 0,8×a1 +400 = 0,8×2400+400 = 2320. Donc a2 = 2320 .

(b) ∀n ∈N, an+1 = 0,8an +400 .

2. (a) Soit n ∈N, vn+1 = an+1 −2000 = 0,8an +400−2000 = 0,8an −1600 = 0,8(an −2000) = 0,8vn .

Donc (vn) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme v0 = 500.

(b) ∀n ∈N, vn = 500×0,8n .

Or ∀n ∈N, vn = an −2000 donc ∀n ∈N, an = vn +2000.

Ainsi ∀n ∈N, an = 500×0,8n +2000 .

(c) 0 < 0,8 < 1 donc lim
n→+∞

0,8n = 0.

Ainsi lim
n→+∞

an = 2000 .

(d) Au fil des années le nombre d’adhérents décroit et va venir se stabiliser vers 2000 .

Suites arithmético-géométriques
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Fiche de calcul n°13

Raisonnement par récurrence

1. Pour tout n ∈N, on pose Pn : "un = 4+8×3n". Montrons que pour tout n ∈N,Pn est vraie.

1 Initialisation : u0 = 12 et 4+8×30 = 4+8 = 12 donc u0 = 4+8×30.

Ainsi P0 est vraie.

2 Hérédité : Soit n ∈N, on suppose que Pn est vraie, c’est-à-dire que un = 4+8×3n .

Montrons que Pn+1 est vraie, c’est-à-dire que un+1 = 4+8×3n+1.

D’après l’hypothèse de récurrence, un = 4+8×3n .

Or un+1 = 3un −8 donc un+1 = 3(4+8×3n)−8 = 12+3×8×3n −8 = 4+8×3n+1.

Donc Pn+1 est vraie.

3 Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n ∈N.

Ainsi, ∀n ∈N,un = 4+8×3n .

2. • u2 =
u1

√

u2
1 +1

=
1

p
12 +1

=
1
p

2
. Donc u2 =

1
p

2
.

u3 =
u2

√

u2
2 +1

=
1p
2

√

1
2 +1

=
1p
2

√

3
2

=
1
p

3
. Donc u3 =

1
p

3
.

• Il semble que pour tout n ≥ 1,un =
1
p

n
.

• Pour tout n ∈N∗, on pose Pn : "un =
1
p

n
". Montrons que pour tout n ∈N∗,Pn est vraie.

1 Initialisation : u1 = 1 et
1
p

1
= 1 donc u1 =

1
p

1
.

Ainsi P1 est vraie.

2 Hérédité : Soit n ∈N∗, on suppose que Pn est vraie, c’est-à-dire que un =
1
p

n
.

Montrons que Pn+1 est vraie, c’est-à-dire que un+1 =
1

p
n +1

.

D’après l’hypothèse de récurrence, un =
1
p

n
.

Or un+1 =
un

√

u2
n +1

donc un+1 =
1p
n

√

1
n
+1

=
1

p
n

√

n+1
n

=
1

p
n +1

.

Donc Pn+1 est vraie.

3 Conclusion : La propriété est initialisée au rang 1 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n ∈N∗.

Ainsi, ∀n ∈N∗,un =
1
p

n
.

Pour s’entraîner :
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3. Pour tout n ∈N∗, on pose Pn : "1+2+·· ·+n =
n(n +1)

2
". Montrons que pour tout n ∈N∗,Pn est vraie.

1 Initialisation :
1×2

2
= 1.

Ainsi P1 est vraie.

2 Hérédité : Soit n ∈N∗, on suppose que Pn est vraie, c’est-à-dire que 1+2+·· ·+n =
n(n +1)

2
.

Montrons que Pn+1 est vraie, c’est-à-dire que 1+2+·· ·+n + (n +1) =
(n +1)(n +2)

2
.

D’après l’hypothèse de récurrence, 1+2+·· ·+n + (n +1) =
n(n +1)

2
+ (n +1).

Or
n(n +1)

2
+ (n +1) =

n(n +1)+2(n +1)

2
=

(n +1)(n +2)

2
donc 1+2+·· ·+n + (n +1) =

(n +1)(n +2)

2
.

Alors Pn+1 est vraie.

3 Conclusion : La propriété est initialisée au rang 1 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n ∈N∗.

Ainsi, ∀n ∈N∗,1+2+·· ·+n =
n(n +1)

2
.

4. Pour tout n ∈N, on pose Pn :"10n −1 est un multiple de 9". Montrons que pour tout n ∈N,Pn est vraie.

1 Initialisation : 100 −1 = 1−1 = 0 et 0 est un multiple de 9.

Ainsi P0 est vraie.

2 Hérédité : Soit n ∈N, on suppose que Pn est vraie, c’est-à-dire que 10n −1 est un multiple de 9.

Montrons que Pn+1 est vraie, c’est-à-dire que 10n+1 −1 est un multiple de 9.

D’après l’hypothèse de récurrence, ∃k ∈N/10n −1 = 9k.

Donc 10n+1 −1 = 10×10n −1 = 10× (9k +1)−1 = 9×10k +9 = 9(10k +1).

Posons k ′ = 10k +1. Donc ∃k ′ ∈N/10n+1 −1 = 9k ′. Ainsi 10n+1 −1 est un multiple de 9.

Donc Pn+1 est vraie.

3 Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n ∈N.

Ainsi, pour tout entier naturel n,10n −1 est un multiple de 9. .

5. Soit x ∈]0;+∞[. Pour tout n ∈N, on pose Pn : "(1+x)n ≥ 1+nx". Montrons que pour tout n ∈N,Pn est vraie.

1 Initialisation : (1+x)0 = 1 et 1+0×x = 1 donc (1+x)0 ≥ 1+0×x.

Ainsi P0 est vraie.

2 Hérédité : Soit n ∈N, on suppose que Pn est vraie, c’est-à-dire que (1+x)n ≥ 1+nx.

Montrons que Pn+1 est vraie, c’est-à-dire que (1+x)n+1 ≥ 1+ (n +1)x.

(1+x)n+1 = (1+x)n × (1+x). D’après l’hypothèse de récurrence, (1+x)n ≥ 1+nx donc (1+x)n+1 ≥ (1+nx)(1+x).

Or (1+nx)(1+x) = 1+x +nx +nx2 = 1+ (n +1)x +nx2 et 1+ (n +1)x +nx2 ≥ 1+ (n +1)x (car nx2 ≥ 0)

donc (1+x)n+1 ≥ 1+ (n +1)x.

Ainsi Pn+1 est vraie.

3 Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n ∈N.

Ainsi, ∀n ∈N, (1+x)n ≥ 1+nx .
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Fiche de calcul n°14

Limites

1. Soit n ∈N∗,n3 −2n2 +2 = n3
(

1−
2

n
+

2

n3

)

. Or lim
n→+∞

1

n
= lim

n→+∞
1

n3
= 0 donc lim

n→+∞

(

1−
2

n
+

2

n3

)

= 1.

De plus, lim
n→+∞

n3 =+∞. Ainsi par produit, lim
n→+∞

(n3 −2n2 +2) =+∞ .

2. Soit n ∈N∗,
2n2 +n +2

1−n
=

n2
(

2+ 1
n
+ 2

n2

)

n
(

1
n
−1

) =
n

(

2+ 1
n
+ 2

n2

)

1
n
−1

.

Or lim
n→+∞

(

2+
1

n
+

2

n2

)

= 2 et lim
n→+∞

( 1

n
−1

)

=−1.

De plus, lim
n→+∞

n =+∞ donc lim
n→+∞

2n2 +n +2

1−n
=−∞ .

3.
∣

∣

∣

4

5

∣

∣

∣< 1 donc lim
n→+∞

(4

5

)n
= 0 et lim

n→+∞
−3n =−∞. Ainsi par somme, lim

n→+∞

(

−3n +
(4

5

)n)

=−∞ .

4.
∣

∣

∣

2

3

∣

∣

∣< 1 donc lim
n→+∞

(2

3

)n
= 0. De plus, lim

n→+∞
1
p

n
= 0 donc par produit, lim

n→+∞

( 1
p

n

(2

3

)n)

= 0 .

Limites de suites

1. Soit n ∈N.

• lim
x→+∞

ex

xn
=+∞

• lim
x→−∞

xnex = 0

• Si n ∈N∗ alors lim
x→+∞

ln x

xn
= 0 et si n = 0 alors lim

x→+∞
ln x

xn
=+∞.

• Si n ∈N∗ alors lim
x→0

xn ln x = 0 et si n = 0 alors lim
x→0

xn ln x =−∞.

2. • lim
x→−∞

3ex = 0 et lim
x→−∞

(−x +2) =+∞ donc par somme, lim
x→−∞

(3ex −x +2) =+∞ .

• lim
x→0+

ln x =−∞ d’où lim
x→0+

3ln x =−∞.

De plus, lim
x→0+

x2 = 0 et lim
x→0+

−
2

x
=−∞ donc par somme, lim

x→0+

(

x2 −
2

x
+3ln x

)

=−∞ .

Ainsi l’axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe de la fonction x 7→ x2 −
2

x
+3ln x .

• lim
x→−2
x<−2

−3x +4 = 10 et lim
x→−2
x<−2

2+x = 0− donc par quotient, lim
x→−2
x<−2

−3x +4

2+x
=−∞ .

Ainsi la droite d’équation x =−2 est asymptote verticale à la courbe de la fonction x 7→
−3x +4

2+x
.

• lim
x→0+

−
1

x
=−∞. Or lim

X→−∞
e X = 0 donc par composée, lim

x→0+
e−

1
x = 0 .

Limites de fonctions
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• Soit x ∈]−∞;−2[,
x2 −3x +7

4−x2 =
x2

(

1− 3
x
+ 7

x2

)

x2
(

4
x2 −1

) =
1− 3

x
+ 7

x2

4
x2 −1

.

Or lim
x→−∞

1

x
= lim

x→−∞
1

x2 = 0 donc lim
x→−∞

(

1−
3

x
+

7

x2

)

= 1 et lim
x→−∞

4

x2 −1 =−1.

Ainsi lim
x→−∞

x2 −3x +7

4−x2
=−1 .

Alors la droite d’équation y =−1 est asymptote horizontale à la courbe de la fonction x 7→
x2 −3x +7

4−x2 en −∞ .

• lim
x→2
x<2

(x2 −3x +7) = 5 et lim
x→2
x<2

(4−x2) = 0+ donc par quotient, lim
x→2
x<2

x2 −3x +7

4−x2 =+∞

Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale à la courbe de la fonction x 7→
x2 −3x +7

4−x2 .

• Soit x ∈R,
ex −2

ex +1
=

ex (1− 2
ex )

ex (1+ 1
ex )

=
1− 2

ex

1+ 1
ex

.

Or lim
x→+∞

ex =+∞ donc lim
x→+∞

(

1−
2

ex

)

= 1 et lim
x→+∞

(

1+
1

ex

)

= 1 alors par quotient, lim
x→+∞

ex −2

ex +1
= 1 .

Donc la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale à la courbe de la fonction x 7→
ex −2

ex +1
.

• Soit x ∈]−∞;0[,2e−x −3x2 +x +1 = x2
( 2

x2ex
−3+

1

x
+

1

x2

)

.

Or lim
x→−∞

x2ex = 0+ par croissance comparée donc lim
x→−∞

2

x2ex
=+∞.

Alors lim
x→−∞

( 2

x2ex
−3+

1

x
+

1

x2

)

=+∞. Donc par produit, lim
x→−∞

(2e−x −3x2 +x +1) =+∞ .

• Soit x ∈]−∞;0[, x2 +2x −4ln x = x2
(

1+
2

x
−4

ln x

x2

)

. Or lim
x→+∞

ln x

x2 = 0 par croissance comparée

donc lim
x→+∞

(

1+
2

x
−4

ln x

x2

)

= 1. Ainsi par produit, lim
x→+∞

(x2 +2x −4ln x) =+∞ .

• lim
x→+∞

(3x −2

x +1

)

= lim
x→+∞

3− 2
x

1+ 1
x

= 3 donc par composée, lim
x→+∞

ln
(3x −2

x +1

)

= ln3 .

Alors la droite d’équation y = ln3 est asymptote horizontale à la courbe de la fonction x 7→ ln
(3x −2

x +1

)

en +∞ .
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