TD 1 Logique et raisonnements

Elements de correction

5. Soit (uy,) la suite définie par uyp =3 et VneN, u,+1 =2u, +3.
Montrer par analyse-synthese que :

EXERCICE 3

Aa,b) eR*/VneN,u,=ax2"+b

Analyse : Supposons qu'il existe deux réels a et b tels que

vneN,u,=ax2"+b.

En particulier, si n =0 alors ug = a+ b etsi n=1alors u; =2a+ b.

Alors{a+b:3 {a :3—b(:){a:6
2a + b =9 23-b) + b = 9 b = -3°

Ainsi s'il existe deux réels a et b tels que Vn e N, u,, = a x 2" + b alors

a=6eth=-3.

Synthese : Montrons par récurrence simple que Vn e N, u, =6 x 2" — 3,

Soit n € N. Posons 2,,: "u,, =6 x 2" -3".

Montrons que &, est vraie pour tout n € N.

@Initialisation up =3 et 6x2° -3 =3 donc uy = 2° - 3. Ainsi P, est vraie.

@Hérédité : Soit n € N. Supposons que 2, est vraie cad que u,, =6 x 2" —3.

Montrons que &2, est vraie cad que u,+; =6 x 2"l _3,
Un+1 =2Up +3=2(6x2"-3)+3=6x2""—6+3=6x2""' ~3 donc
P41 est vraie.
Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et est héréditaire donc

elle est vraie pour tout n € N. Ainsi, Vn e N, u, = 2"+ - 3.

Donc|3(a,b) eR?*/YneN,u,=ax2"+b|.

Un

7. Soit (uy) la suite définie par up =uy =letVneN, Uy = Uy + 1
n

Montrer que :

VneN*1<u,<n’

Montrons par récurrence double que Vn € N*,1 < u,, < n’.

Soit 7 € N*. Posons 2,,: "1 < u,, < n*".

Montrons que 2, est vraie pour tout n € N*.

@Initialisation: uy=letl<l<1?doncl<u; <1°
u2:u1+?:2et152522 donc 1 < uy < 22.

Ainsi &7, et 2%, sont vraies.

@Hérédité : Soit n € N*. Supposons que 2, et 2,,,1 sont vraies c’est-a-dire

quel <u, =< nletl< Upil < (n+1)2.
Montrons que &2, est vraie c’est-a-dire que 1 < u,42 < (n+ 2)2.

1 u n?
1<u,<n’et > 0 donc <12 < .
1 n+l n+1 n+l
2
2 Un 2, I
Deplus, 1 <u,4; <(n+1)°doncl+ <Ups1+——=<(n+1)"+ .
n+1 n+1 +1
2 2
y N 2 n n
Doul<up2<n+1)"+ .Or < — donc <n.
n+1 n+l n n+l

n
Alors (n+1)% + —7= (n+1)%+n<n+2)>2 Ainsi 1 < U2 < (n+2)>%.
n

Donc &, est vraie.

@Conclusion : La propriété est initialisée aux rangs 1 et 2 et est héréditaire

donc elle est vraie pour tout n € N*. Ainsi, | Vn e N*,1 < u,, < n°
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8. Montrer par analyse synthese que toute fonction f :R — R s’écrit de
maniere unique comme la somme d’une fonction paire p :R — R et d'une
fonction impaire i : R — R.

Soit f une fonction définie sur R a valeurs réelles.

Analyse : On suppose qu'il existe une fonction p paire et une fonction i
impaire telles que Vx € R, f(x) = p(x) +i(x).

p estpairedonc Vx e R, —x e Ret p(—x) = p(x).

i estimpaire donc VxeR,—xeRet i(—x) = —i(x).

Soit x e R. Alors —x e R et f(—x) = p(—x) + i(—x) = p(x) —i(x).

De plus, f(x) = p(x) + i(x) donc par somme, f(x) + f(—x) =2p(x) et par
différence, f(x) — f(—x) = 2i(x).

fX)+ f(=x) fxX) = f(=x)

eti(x)= 5

Dol p(x) =
Ainsi définies, p et i sont uniques.
Synthese : Soit p et i deux fonctions définies sur R définies par

fx) +2f(—x) ot i(x) = fx) —Zf(—x).

f(=x)+f(x)
2
o i(-x)= f(—x)z—f(x) = G —zf(—x) = —i(x). Donc i est impaire.

2f(x)
2

VxeR,p(x) =
Soit x € R.

e p(—x)= = p(x). Donc p est paire.

e pX)+i(x)= = f(x).Donc f =p+i.

Ainsi p et i existent.
Conclusion: ‘ Toute fonction dérivable de R dans R maniére unique comme la ‘

somme d'une fonction paire p : R — R et d'une fonction impaire i : R — R. ‘
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