| TD 4 : Généralités sur les fonctions d'une variable réelle I
Elements de correction

EXERCICE 4
sin x

On note tan, la fonction tangente x — .
COSX

/4
1. Justifier que la fonction tan est définie sur 2 = R\{§ +km, ke Z}.

9 ={xeR/cosx #0} donc@:R\{g+kn,k€Z}.
2. Etudier la parité et la périodicité de la fonction tan et en déduire qu'on

peut I’étudier sur [0; g [

Soit x € 2.

o Parité:
XED = x# g +kn

<:>—x;é—z—k7t,k€Z
— —x#—-——+n-n-kmn,keZ
— 32t (k+Dmkez
<=>—x;é§+k'ﬂ,k'€Z

> —-X€D
DoncVxe9,—xe9.

De plus, cos est paire et sin est impaire donc
sin(-x) —sinx

tan(—x) = = —tanx.

cos(—x) T cosx

Ainsi | la fonction tangente est impaire |.

(@)

Périodicité :
T
XEY <—<=x#—+kn
2 T
<< x+n#—+n+kn,keZ
—x+n#—+k+n,keZ -

<=>x+n;é§+k'n,k'€Z

< X+nED
DoncVxe9, x+nePD.
sin(x+m) —sinx

De plus, tan(x + 7) = =
cos(x+m —cosx

Ainsi|la fonction tangente est 7— périodique |.

La fonction tangente est 71— périodique donc on peut I’étudier sur un
intervalle d’amplitude 7 (et centré en 0 pour utiliser ensuite la

o T T
parité) : par exemple sur ] —55 [
De plus, la fonction tangente est impaire donc on peut I'étudier sur
b4
I'intervalle [0; > [

s
Ainsi| on peut étudier la fonction tangente sur [0; 2 [

/4
Justifier que la fonction tan est dérivable sur [0; > [ et calculer sa
dérivée.
T

La fonction tangente est dérivable sur [0;5[ en tant que quotient
de fonctions dérivables sur cet intervalle et dont le dénominateur ne
s’annule pas.

. b4
Soit x € [0; — [

2

cos? x +sin? x 1

tan’(x) =

cos2 x cos2x’
2

Remarque:
cos® x +sin® x sin“ x 5

é On a aussi tan’(x) = 5 =1+—— =1+tan"x.
cos? x cos? x
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(b) Etudier son sens de variation.

/1 2 b/ ,
Vxe [O;E[,cos x>0doncVxe [O;E[,tan (x)>0.

/4
Alors la fonction tangente est strictement croissante sur [0; > [

De plus, elle est impaire donc elle est strictement croissante sur

]—g;o[.

T 7
Ainsi la fonction tangente est strictement croissante sur ] - E; 5 [

(c) Cal%ul%r les limites de la fonction tan aux bornes de 'intervalle
] - =i [ et en donner une interprétation graphique.

lim sinx =1 et lim cosx =0" donc

X—5

x—3

2

De plus, la fonction tangente est impaire donc| lim tanx = —oo|.

x<

2

[SIETNTN)

lim tanx = +oc0 |.

X— =

2
x<

[SIETNTN)

x—%
_z
x>-1

.. . ) 2 5 Y2 3
Ainsi| les droites d’équations x = > etx= —3 sont asymptotes

verticales a la courbe représentative de la fonction tangente |.

0

0,

4. Tracer la courbe représentative de la fonction tan.
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EXERCICE 8 4. Montrer que f est bijective de R dans un ensemble J a préciser.
Soit f la fonction définie sur R par Vx € R, f(x) = ei -1 . f est continue et strictement croissante sur R donc d’apres le théoreme de
et +1 la bijection, ‘ f estbijective de Rdans f(R) =] —1;1[ ‘
1. Etudier la parité de f. P P Exor P ¢ ion d
Soit x € R. Alors —x € R. . On pose u(x) =e*—1et v(x) = e” + 1. Exprimer e~ puis 1 en fonction de
e X1 e ¥Xl-e% 1-éF eX—1 u(x) et v(x).
De plus, f(-x) = e xi1 e *(1+eY) Tlxer e+l —f(x). En déduire une expression de f” en fonction de f.
Ainsi‘f est impaire ‘ x_ V) +ux) _ v —ul)
2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en 2 . 2 ) )
donner une interprétatjon graphique. Soit x € R f!(x) _ 2e _ (v(x) —u(x))(v(x) + u(x)) _ v(x)° = u(x) _
e*(1-e %) l—e* ’ (eX +1)2 2v(x)? 2v(x)?
lim f(x)= lim ——— = lim — =1car lim e *=0. 1 u(x)\2y 1 9
X—+00 x—+ooef(l1+e7¥) x—+co]l4e™* X—+00 5(1—(m) ) :E(l—(f(x)) ).
Donc xlirP fx)=1| 1
—1+00
Donc|VxeR, f'(x) = = (1 - (f(x)?) |
De plus, f est impaire donc xligl f)=-1| 2
—+00
. Sans calculer f~1, justifier que f~! est dérivable sur J puis calculer (f~1)'.
Ainsi ‘ les droites d’équation y = —1 et y = 1 sont asymptotes horizontales ‘ f est dérivable sur R et f' ne sannule pas sur R donc
3. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation. Soit y el - 1,11, (/1Y (7) 1 2 2
01 -1, , = = = .
f est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R et Y y 'Yy 1=(f(f1m? 1-y?
dont le dénominateur ne s’annule pas. N
X4 = (eX—1)e*  2e% Donc|Vyel-1,1L(f ) () = :
Soit x€ R, f(x) = efle’+D—(e"-1De*  2e . 1- 2
(eX+1)? (X +1)? ) . . .
VxeR, f'(x)>0 donc’ f est strictement croissante sur R |. - Déterminer I'expression de .
o : lére méthode:
Le tableau de variations de f estle suivant: W 2 1 1
VJ/E]—l,l[,(f )(J/):l 2:1 +1 .
x —00 +00 -y Yoty L4
) Donc3CeR/Vyel-1,1 f () =-In(1-y)+In(1+y)+C = ln(l—y) +C.
Vaaiat]icons / Or f(0) = 0 donc f1(0) = 0. De plus, f71(0) = 0 & C = 0 donc
e
-1 Vye]—l;l[,f_l(y):ln(H—y).
-y
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2éme méthode :
Soit (x,y) e Rx] = 1;1[.
e¥ -1
Ja=y ex+1_y
e -1=y'+1)
—e(l-y=y+1
1+y
1_
1)’
(:))c:ln(
1

= e' =

1
+y) carye]—l;l[donc1—y7f£0et1

1
Donc|Vyel-1;1[, f 1 (y) zln(lL

y)'

Y

tYy

>0
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