
TD 5 : Fonctions usuelles (partie 1) et trigonométrie

Elements de correction

EXERCICE 2

1. Montrer que sh réalise une bijection de R dans un intervalle I à préciser.

La fonction sh, définie par ∀x ∈ R, sh(x) =
ex −e−x

2
, est continue et stric-

tement croissante sur R (montré en classe !) donc elle réalise une bijection

de R dans sh(R).

Or lim
x→−∞

sh(x) =−∞ et lim
x→+∞

sh(x) =+∞ donc

sh réalise une bijection de R dans R.

On note Ar g sh son application réciproque.

2. Le but de cette question est de déterminer la dérivabilité de la fonction

Ar g sh sans déterminer son expression.

(a) Montrer que ∀y ∈ I ,ch(Ar g shy) =

√

1+ y2.

Rappel : ∀(x, y) ∈R2,ch2(x)− sh2(x) = 1.

Soit y ∈R,ch2(Ar g shy)− sh2(Ar g shy) = 1.

Alors ch2(Ar g shy) = 1+ sh2(Ar g shy) = 1+ y2.

Or 1+ y2
> 0 donc ch(Ar g shy) =±

√

1+ y2.

De plus, la fonction ch est strictement positive sur R donc

ch(Ar g shy) > 0.

Ainsi ∀y ∈R,ch(Ar g shy) =

√

1+ y2 .

(b) Justifier que Ar g sh est dérivable sur un intervalle J à préciser et

déterminer l’expression de sa fonction dérivée.

La fonction sh est dérivable sur R et sa dérivée, ch, ne s’annule pas

sur R donc Ar g sh est dérivable sur R.

Soit y ∈R, Ar g sh′(y) =
1

sh′(Ar g shy)
=

1

ch(Ar g shy)
=

1
√

1+ y2
.

3. (a) Montrer que ∀y ∈ I , y −

√

1+ y2 < 0 et y +

√

1+ y2 > 0.

Soit y ∈R,1+ y2
> y2 et la fonction racine carrée est strictement

croissante sur R+ donc

√

1+ y2 > |y |. De plus, |y | ≥ y donc
√

1+ y2 > y . D’où y −

√

1+ y2 < 0.

On a également |y | ≥ −y donc

√

1+ y2 >−y . D’où y +

√

1+ y2 > 0.

Ainsi ∀y ∈R, y −

√

1+ y2 < 0 et y +

√

1+ y2 > 0.

(b) Déterminer l’expression de Ar g sh.

Soit (x, y) ∈R2.

sh(x) = y ⇐⇒
ex −e−x

2
= y

⇐⇒ ex
−e−x

= 2y

⇐⇒ e2x
−2yex

−1 = 0

⇐⇒ (ex
− y)2

− y2
−1 = 0

⇐⇒ (ex
− y)2

= 1+ y2

⇐⇒ ex
− y =

√

1+ y2 ou ex
− y =−

√

1+ y2

⇐⇒ ex
= y +

√

1+ y2 ou ex
= y −

√

1+ y2

Or y −

√

1+ y2 < 0 et y +

√

1+ y2 > 0 donc

sh(x) = y ⇐⇒ ex
= y +

√

1+ y2 ⇐⇒ x = ln
(

y +

√

1+ y2
)

.

Ainsi ∀y ∈R, Ar g shy = ln
(

y +

√

1+ y2
)

.
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