Les questions sont indépendantes.

EXERCICE 4

1. Soit x € ¥ o1 ¥ est un ensemble a déterminer.

Calculer cos(2Arcsinx) et sin(2Arccosx).
xe[-1;1]

2Arcsinx€eR < xe[-1;1]. Donc|2 =[-1;1]|.

2Arccosx R

SoitxeR, x€ P —

Soit x € [-1;1],cos(2Arcsinx) =1 —2(sin(Arcsinx))> =1 -2x% et
sin(2Arccosx) = 2sin(Arccosx) cos(Arccosx) =2xV 1 — x2.

Donc

Vxe[-1;1],cos(2Arcsinx) =1— 2x° et sin(2Arccosx) =2xV1—x2|.

2. Soit x € ¥ o ¥ est un ensemble a déterminer.
Calculer cos(Arctanx) et sin(Arctanx).

xeR <=)x€|R.Donc.

ArctanxeR
1 1

1+ (tan(Arctanx))? R

Soitxe[l%,xe@@{

Soit x € R, (cos(Arctcmx))2 =

b1 T
Or Arctanx € ] _E; E[ etvVXe ] _5; 5 [,cosX > (0 donccos(Arctanx) > 0.

1
De plus, 172 > 0.

+ x?
1
D’ou (cos(Arcz‘cmx))2 = < cos(Arctanx) = .
1+x2 1+ x2
X
sin(Arctanx) = tan(Arctanx)cos(Arctanx) = .
V1+x?

Donc|Vx e R,cos(Arctanx) = etsin(Arctanx) =

1+ x2 1+ x2

EXERCICE 5

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. Arccosx = Arcsin(l—x)
Les fonctions Arcsin et Arccos sont définies sur [—1;1].
Notons 2 I'ensemble de définition de I'’équation.
Soit x € R.

{ -1<x=<1 { -1<x=<1 {
XEDP —

-1=1-x=<1 -2=-x=0

Doncxe2«<—=0<x<1.Dou|2 =[0;1] |

. 7T . 7T
Soit x € [0;1]. Alors Arccosx € [0; E] et Arcsin(l—x) € [0; E]

OrV(a,b) € ([0;%])2,cosa: cosb <= a=b.Donc:

<= cos(Arccosx) = cos(Arcsin(l —
—x=V1-(1-x)?

= x*=1-(1-2x+x%
—=2x*-2x=0

—2x(x-1)=0

<~ x=0 ou x=1

Arccosx = Arcsin(l — x)

2

3. Arcsinx = Arccos(2x)

Les fonctions Arcsin et Arccos sont définies sur [—1;1].
Notons & I'ensemble de définition de I'équation.

Soit x € R.
“1<x<1 “I=x=1 1 1
XEYP 1 l & -——=<x=<-.
-1<2x<1 ——<x=<- 2 2
2 2
. 11
Dou|9=|—=;—-||
2
b4 b4
Soitxe |——,—|. Alors —gsArcsinxs re

Deplus —1<2x<1donc0< Arccos(2x) <m.
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Ainsi :

Arcsinx = Arccos(2x)

Donc

——
2|
——

Arcsinx = Arccos(2x)

b4

) 0<Arcsinx<—
6
b4

0< Arccos(2x) < E

cos(Arcsinx) = cos(Arccos(2x))
Osxs1
V3
2
V1-x2=2x
1

) 0<sx=<-

<2x<1
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EXERCICE 8

On considere la fonction f: x — Arccos(

n 2) et € sa courbe
X

représentative dans un repere (O; i, j).

1. Démontrer que f est définie sur R.

2. (@
(b)

(b)

Montrer que Vx € [-1;1], Arccosx + Arccos(—x) = .

/2
En déduire que le point Q2 de coordonnées (0; 5) est centre de

symétrie de la courbe €.
SoitheR.AlorsO+heRet0—-heR.

2(=h) 2h
De plus, f(—h) = Arccos(m) = Arccos( 1 hz)'
2h 2 b4
Donc f(h)+ f(-h) = Arccos(1 ~ hz) +Arccos(— . hz) =m=2x >

T
Ainsi|le point Q de coordonnées (0; 5) est centre de symétrie de € |.

Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de

définition.

. 2x . 2x . 2

lim = lim — = lim —=0.
x—+o0o ]+ x2 x—+o0 x2 x—>+oox

T i ) b
De plus, Arccos(0) = — donc par composée,| lim f(x)=—|
2 X—+00 2

Ly . V4
Par symétrie,| lim f(x)=—|
X——00 2

Déterminer I’ensemble de dérivabilité de la fonction f puis
calculer sa fonction dérivée.
Soit 2 I'ensemble de dérivabilité de la fonction f.

et la fonction arccos est dérivable sur

f W 2x
= arccos(u) avec u: x —

1+ x?
1-1;11[.

<1

SoitxeR,x€eY — 7 €]—1;1[<=>—1<1

+ x2 + x2
XEYP —(x+1)2<0<(x—1)2 — xZ-letx#1.
Donc’fest dérivable sur | —oo; —1[, sur]—1;1][, et sur ]1;+ool[ |
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u 4. Déterminer une expression simplifiée de f sur [0; 1] puis sur [1; 4+o0ol.

Déterminons la dérivée de f: f' =

1-u2
Soit x e R\ {—1;1}. . VXE[O;l[’fl(x):_lerz
2 2
u'(x) = 20 +x7) —2xx2x = 201~ x7) et Donc3ceR/Vxe[0;1], f(x) =—-2Arctanx+c.
1+ 2 (122 Or f(0) = Arccos(0) = ﬂ donc c = r
4x2 (1-x2)2  |1-x?] 2 2°
V1-[ux))?=1/1- = = . . b3
(1 + x2)2 1+x2)2  1+x2 AinsiVx € [0;1[, f(x) = —2Arctanx + 5
Alors /() = _2(1 — x?) y 1+ x? _ 2 y 1-x? De plus, f est continue sur [0; 1] donc
(1+x2)?  |1-x?| 1+x2  |1-x?|

3
Y 1], =-2A + =
9 ) x€[0;1], f(x) rctanx >

— X .
1+x2 |1 — x2|

Ainsi Vx € R\ {~L1}, fx) =

) Ty —
VxeRV-1;1), f(x) = - —on— D0+ ) s Vxelliteol S0 =17
T A+ =x1+x| [ Donc 3¢’ e R/Vx €]1; +oo[, f(x) = 2Arctanx+c'.
(c) Dresser le tableau de variation de la fonction f. De plus, f est continue sur [1; +oo[

donc Vx € [1;+o0], f(x) = 2Arctanx+c'.

e Soitx€]—oo;—1[.Alors|l1—x|=1-xet|l+x|=—-x—1. , , T
Or f(1) =0donc2Arctan(1)+c' =0<=c¢ =3

Dol f'(x) =

Et dans ce cas, f'(x) > 0.

1+ x2 n
« Soitxe]-1;1[. Alors|1—x|=1-xet|l+x|=1+x. Ainsi| Vx € [1;+ool, f(x) =2Arctanx— = |
D'ou f'(x) = — . Bt dans ce cas, f’(x) <0.
[ T 2 [
e Soit x€]l;4+o0[. Alors|1—x|=x—-1et|l+x|=1+x. EXERCICE 9 )
D'ott f'(x) = Et dans ce cas, f'(x) >0 On considere les fonctions f: x — EArcmn(shx) et
1+x2 ’ '
shx
De plus, f(—1) = Arccos(-1) =m et f(1) = Arccos(1) =0. g:X— Arctan( 1+ chx)'
On obtient donc le tableau de variations de f suivant: 1. Déterminer les ensembles de définition des fonctions f et g.
X oo 1 1 oo La fonction Arctan est définie sur R. La fonction sh est définie sur R, donc

par composée, ‘ la fonction f est définie sur R ‘
La fonction ch est définiesurRet VxeR,chx=>1,douVxeR,chx+1#0.

b4 s
Variations / \ 2 Alors la £ ) shx défini R d 3
ors la fonction u : x — est définie sur R, donc par composée,
de f g 0 / 1+chx P P

la fonction g est définie sur R ‘
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2. (a CaIC}Jler la fonction dérivée de la fonction f et simplifier 'expression | g5 (a) Simplifier ch( ln3) et sh( ln3)
de f’, en ne faisant intervenir que la fonction ch. .
La fonction f est dérivable sur R comme composée de telles fonc- ( 1 3) 921n3 +e2in3 \/§+ Vi 4 2V3
tions. n S = 2\/5_ 3
1 ' : - piln3 —l 3 /3-L
= E(Arctan(sh) = vl Soit x € R. ( { 3) —e V3 1 V3
+S n = = ——= —
£ 1 chx 1 chx 1 D vxeR, f/(x) 2 V3 3
X)=5x == = .Donc, | VxeR, f'(x) = ——
2 l+sh’x 2ch®x 2chx 2ch x D’olt ch(ll ):—et sh(lln?»):é.
(b) Montrer que les fonctions f et g sont égales sur leur ensemble de 2 2 3
PP 1
définition. b (b) Calculer f (5 ln3) et g(i lnS).
La fonction u : x — Sax est dérivable sur R comme quotient de 1 1 1 1 V3l 1
X Toon
telles fonctions derlvables et dont le dénominateur ne s’annule pas f(§1n3) = EArctan (sh(EInS)) = EArctan (?) =58 T 12
sur R. Alors par composée, g est dérivable sur R. )
/ / 1 sh(iln?))
= (Arctanu)' = . g(—ln?)) =Arctan| ————
+u? 2 1+ch(lln3)
Soit x € R. 2
u,(x)_chx(1+chx)—shxshx_chx+ch2x—sh2x_ chx+1 _ Aret @
B (1+chx)? ~ (+chx?  (1+chx? Caretan 1423
sh® x 3
2 _ 3
1+ (u(x)) =1+ (1+chx)2 = Arctan 3 \/2_\/5)
_ (+chn?+sh’x \/g(g )v3)
(1+chx)?) X = Arctan| ————
_ 1+2chx+ch”x+sh“x —(2v/3)?
- (1+chx)? 3v3-6
_ 2chx(1+chx) = Arctan 3
~ (1+chx)?
3 2(ch_§cC g = Arctan (2 — \/§)
1+chx 1
L 1+chx 1 . ) Ainsi f(—ln3)——et g( ln3) Arctan(z—\/§).
Dol g'(x) = >chx :Zchx.Alors VxeR, g'(x) = f'(x). 2 12
Ainsi Ik eR/Vx e R, g(x) = f(x) + k. (c) En déduire que tan E =2-3.
1 1 sh0 1
Or f(0) = EArctan(shO) = 5Arctan(O) =0etg(0) = Arctan(1 n chO) = Vx eR, f(x) = g(x) donc en particulier, f( lnS) g(51n3).
Arctan(0) = 0. Donc k = 0. T
Ainsi“v’xER,f(x) — g0 ‘ Alors - Arcmn(Z— \/§) D’ou tanﬁ =2-V3|
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4.

(@) Montrer que 'équation shx = 1 admet une unique solution dans R

(b)

(c)

que 'on déterminera. On note « cette solution.

La fonction sh est continue et strictement croissante sur R,

lim shx=+oc0et lim shx=—oo.
X—+00 X——00

Donc la fonction sh réalise une bijection de R dans R.

Alors, |I’équation sh x = 1 admet une unique solution dans R |.

Montrer que cha = V2 puis calculer f(a) et g(a).
VxeR,ch®>x—sh®x=1et par définition de a, sha =1, donc
ch’a=1+sh’a=1+1=2,
OrVxeR,chx>0,donc|cha=v2|

fla) = %Arctan(sh a) = %Arctan(l) = %, donc| f(a) =

®©|S

gla) :Arctan( ) :Arctan( L ) :Arctan(\/z— 1).

sha
l1+cha 1+v2

Donc| g(a) = Arctan(v2-1)|.

. T
Déterminer la valeur exacte de tan 3

f(a) = g(a) donc % = Arctan(v2 - 1). D’oil tan% =v2-1|
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