Theme : analyse

TD 8 : Primitives
.
“(OBJECTIFS :

e AN 14-1etAN 14-2: Calculer une primitive ou une intégrale d'une fonction
usuelle, d'une fonction rationnelle.

e AN 16-1etAN 16-2: Calculer une primitive ou une intégrale par intégration
par parties ou par changement de variable

e AN 16-3: Etablir une relation de récurrence vérifiée par une suite.

EXERCICE 2

Calculer les intégrales et primitives suivantes en utilisant un changement de
variable :

X1 /1
1. F:xr—»f —tdt, pour tout x € [O;E[,enposantu:sint.

2.

. Soita€[1;+oo[,la:f1

COoS

4
X
I:f dx,enposant t =1+ v/x.
1 1+ P

X
F:x— f cos(Int)dt, pour tout x €]0; +oo[, en posant u =In¢.
1 n
L :f In(1 +tanx)dx, en posant t = 1 X.
0

T xsinx
I= ————dx,enposant t = — Xx.
0

1+cos?x
a Arctan(t)

1

dt, en posant x = P

EXERCICE 1 1
Calculer une primitive de chacune des fonctions f suivantes :
) 3x+1

L frx——— EXERCICE 3

1 Calculer les intégrales et primitives suivantes :
2. fix——

x-—1 vz

2 =

3. fixm 1. 1 fo Arccos(t)dt
4x%2+9 .

4 [ 2x2+7 2. F:fo e Vidy, pour tout x €]0; +ool.
B x2+9 x 1

xX+2 3. F:fo dt, pour tout x €]0; +ool.
5 fix— 5——— ’ ’

! x>-3x-4 L+

2x—1 4. F:x T dt, pour tout x € R

6. f X m ) ' Ch(t) ’ )
x+3 1
7. fix—> —— 5. I:f tArctan(t)dt
f 2x2+1 -1
i 2
6. I=| (1-tan“x)dx.
0
X
7. F: fo In(1 + t2)drt, pour tout x € R.
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oo

fx t2+3t+1
. F:x—

. I:f x> cos® xdx.
0

©

1
10. I:f (x* —3)e*dx

/1
11. F: x-—»f —dtpourtoutxe]o —]
sint 2

12. F:x-—»f cos® tdt pour tout x € R.

EXERCICE 4
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

T
2 2
1. On considere les intégrales suivantes : [ = f sin® xdxet J = f cos® xdx.
0 0

(a) Calculer I+ ].

(b) Al'aide d'un changement de variable, montrer que I = J et en déduire
leur valeur commune.

(c) Donner, sans faire de calcul de primitive, la valeur de
T
222
K= cos” xsin” xdx.
0

2. Soit f :[a; b]
fla+b—-x)

— R continue sur [a; b] telle que pour tout x € [a; b],

= f(x).
b a+b [P o
Montrer que f xf(x)dx = > f(x)dx et en déduire la valeur de
a

a

T xsinx
I= —zdx.
o l+cos“x

EXERCICE 5

e
1. Pour tout n € N, on pose u, :f (Inx)"dx.
1

Etablir une relation de récurrence vérifiée par la suite (u,,) yen-

T
2. Pour tout n € N, on pose v, = f x" cosxdx.
0

Etablir une relation de récurrence vérifiée par la suite (v;,) sen.

EXERCICE 6

T
3
Soit (u#y) nen 12 suite définie par Vne N, u, = f
0
1. Soit n € N. Exprimer u,; en fonction de u,,.

cos” tdt.

2. Soit n € N. Exprimer u, en fonction de n.
3. Montrerque VneN, (n+ Duptiuy = —

4. Soit n € N. En déduire la valeur de u,,.; en fonction de 7.

EXERCICE 7
1—-x
Soit f la fonction définie sur [0; 4+ool par Vx € [0; +o0], f(x) = Arcsin(lT).
X

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur [0; +oco].
2. (a) Déterminer I'’ensemble de dérivabilité de f puis calculer sa dérivée.

(b) En déduire que Vx € [0; +oo, f(x) = g —2Arctan(\/x).

3. Le but de cette question est de déterminer une primitive de la fonction f
sur [0; +ool.
(a) Justifier qu'une telle primitive existe.

On admet que les primitives déterminées dans les questions b, c et d

suivantes existent.
2

(b) Déterminer une primitive de la fonction ¢ —

sur [0; +ool.
2+1 [ |

(c) Déterminer alors une primitive de la fonction ¢ — 2tArctan(t) sur
[0; +o0l.
=/t, calculer

X
f Arctan(v't)dt pour tout x € [0; +ool.

(d) En posant le changement de variable u

(e) Conclure.
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