| TD 8 : Primitives. I

EXERCICE 4

1. On considere les intégrales suivantes : I = f

: :
sin“xdxet ] = cos” xdx.
0 0

(a) Calculer I+ /.

5 P o
I+]= (cos“x+sin“x)dx = ldx:E.Donc I+]=
0 0

NS

(b) Al'aide d'un changement de variable, montrer que I = J et en déduire
leur valeur commune.

. T T T
Soit x € [0;—].Onposex:——t.Alors r=——x.
2 2 2
. /4 . b4
Si x =0 alors tzgetswczgalors t=0.

/4 b4
La fonction ¢p: t — 57 t est de classe €' sur [0; E] et
dx=¢'(1)dt = —dr. Par changement de variable,

I = fo%sinzxdx = f;sinz(g—t)(—l)dt = fogsinz(g—t)dt =

b/

2 9
f cos“tdt=].
0

Par conséquent,| I = ] = i

(c) Donner, sans faire de calcul de primitive, la valeur de

4
2 2. .2
K= cos” xsin” xd x.
0

1
K= —fz sin®(2x) dx.
4 Jo
) b4 t
Soit x € [0;5]' On pose x = E.Alors r=2x.

b4
Si x =0 alors t:Oetsix:Ealors =

t
Lafonction ¢ : t — > est de classe 6 sur [0; 7] et

1 1"
dx=¢'(ndr= Ed t. Par changement de variable, K = 3 f sin tdt.
0
Alors d’apreés la relation de Chasles,

1 %-2 T
Kzg f sin tdt+f sin“tdt].
0 s

2
T
Montrons que f sin tdt = J avec un changement de variable.

SIE

. i3 13 i3
Soit t € [—;n].Posonss: t——.Alorst=s+—.
2 2 2
) T . T
Slt:Ealorss:Oetsw:nalorss:E.

b8 18
Lafonction¢:t— s+ 2 est de classe €' sur [0; 5] et

dt=¢'(s)ds = ds. Par changement de variable,
o, 3 . 9 T 7 2

f sin tdt:f sin (s+—) ds:f cos“sds=].
: 0 2 0

Diott| K= (14 ) = =~
ou|lK=- =—\
8 16
2. Soit (a, b) € R? tels que a < b et f : [a;b] — R continue sur [a; b] telle que
pour tout x € [a; b], f(a+ b—x) = f(x).

b a+b (b o
xf(x)dx:Tf f(x)dx et en déduire la valeur de
a

Montrer que f

a

T xsinx
I=| ———dx.
o l+cos“x
La fonction f et la fonction identité sont continues sur [a, b] donc

b b
f xf(x)dx etf f(x)dx existent.

b b
f xf(x)dx = f xf(a+ b—-x)dx. Soit g la fonction définie sur [a; b] par
a a

Vx€la;bl,g(x)=f(a+b-x).

Soit x € [a;b]. Onpose t=a+b—x.Alorsx=a+b—t.
Six=aalorst=betsix=>balors t=a.

Soitp: t— a+b—t.pestde classe €' sur [a; b et Vi€ [a; b],¢'(t) = —1.
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Alors :
b b
fxf(x)dx :[ xfla+b—-x)dx
a aa
:f (a+b-1)f(t) x (-1)dt
b

b
:f (a+b-1)f(H)dt
“ b b
:(a+b)f f(t)dt—f tf(dt
a a

b b
D’oﬂzf xf(x)dx:(a+b)f fnadt.
a a

Ainsi

b b
f xf(x)dx:ﬂf fx)dx|.
a 2 a

sinx
Soit f la fonction définie sur [0; ] par Vx € [0; 7], f(x) = —
1+cos=x
f est continue sur [0; 7] en tant que qoutient de fonctions continues sur
[0; 7]

dont le dénominateur ne s’annule pas.

. sin(w — x) sinx sinx
Soit x € [O; 7], f(O+m—Xx) = = = =
14+cos?(m—x) 1+ (—cosx)?2 1+4cos?x
f(x).
T xsinx T
f—zdx :f xf(x)dx
o l1+cos“x o
/4
:Ef fx)dx
0
n[” —sinx
=—— —dx
Alors 2Jo 1+cos?x

= —[—Arctan(cosx)]g

- E(_Arcmn(—l) + Arctan(1))

72
4

T
Donc|I=—|

EXERCICE 6

.4

2
Soit (uy) nen la suite définie par Vne N, u, = f cos” tdt.
0

1. Soit n € N. Exprimer u,; en fonction de u,,.

n+1
ATaide d'une intégration par parties, on montre que | U, +2 = +2un.
n
2. Soit n € N. Exprimer u,, en fonction de n.
Soit n e N.
k-1
D’apres la question précédente, Vk € [1; n], uxy = Y Usi—o donc
2n—1 2n—-1 2n-3 2n—-1 2n-3 1
u = —Urp-2= X Ury_g == X X oo X —UN.
T Top TAMET T Top—2 ot 2n  2n-2 20
Ainsi 2n)x2n-1)x2n-2)x(2n—-3)---x2x1 2n)!
insi uy, = Up = Up.
2n @2n)2x 2n—2)2 x - 22 07 2rny2 ™
b/ 2nm)! n
Or up=—donc|up, = ——|
072 2T 2np)2 2
T
3. Montrerque VneN,(n+ Du,+1u, = >

D’apresla question 1, VrneN, (n+2)uyi2 = (n+ Duy,.
DoncVneN,(n+2)uyoupi1 =+ Duyny.
La suite ((n+ 1) u, Upn+1) nen €st donc constante de premier terme égal a

/2
O+ Dugu; = E

T

Donc|VneN,(n+ Du,uys = E .

4. Soit n € N. En déduire la valeur de u,, .1 en fonction de 7.

. . b4
D’apres la question précédente, 2n + 1) Uz, Uzp+1 = 2

(2" n!)?

Yantd = 5T
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EXERCICE 7

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par Vx € [0; +o00l, f (x) = Arcsin(H—x).
X

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur [0; +ool.
Notons 2 I'’ensemble de définition de f.

Soit x e R.
1+x#0
X€EY — 1—x
-1=s——=<1
1+x
{ x#-1
— 2x
—=0 et ———=<
1+x 1+x
x>-1
x<-1 ou x=0
—x=0

Donc & = [0; +o0o]. Ainsi‘ f est définie sur [0; +oo[ ‘

2. (a) Déterminer I'ensemble de dérivabilité de f puis calculer sa dérivée.
Notons 2’ I'ensemble de définition de f.

Soit x € [0; +o0].

1-x
xe9' 4:)—1<1—<1

Or|l+x|=1+xcarx>0.Donc|Vx €]0;+oo[,f'(x) =-

1+x)vx |

(b) En déduire que Vx € [0; +ool, f(x) = g —2Arctan(V'x).
1
2 x NG
1+ (vVx)?
!/

u
Donc f” est de la forme —2 =

Soit x €]0; +ool, f'(x) = —

avec u: x— vV/x.

)
Ainsi dk e R/Vx €]0; +o0], f(x) = —2Arctan(v/x) + k.

Or f est continue sur [0; +00[ (ceci est correctement justifié a la ques-
tion suivante) donc 3k € R/Vx € [0; +o0l, f(x) = —2Arctan(vV/x) + k.

De plus, f(0) = Arcsin(1) = g donc k= g +2Arctan(v0) = g

T
Ainsi| Vx € [0; +ool, f(x) = > —2Arctan(V/x) |.

3. Le but de cette question est de déterminer une primitive de la fonction f
sur [0; +ool.

(a) Justifier qu'une telle primitive existe.

Lafonction x — est continue sur [0; +oo[ en tant que quotient de

X
-1 Tt fonctions continues sur cet intervalle dont le dénominateur ne s’an-
=14 1- * nule pas. De plus, elle est a valeurs dans [—1;1]. Or la fonction Arcsin
1 X <1 est continue sur [—1;1] donc f est continue sur [0; +ool.
Tix >0 Ainsi’ f admet des primitives sur [0; +oo |
+x
= 2 On admet que les primitives déterminées dans les questions b,c et d
1+x suivantes existent.
x>-1 2
x<-1 ou x>0 (b) Déterminer une primitive de la fonction ¢ — 5 sur [0; +ool.
— x>0 . +1
Soit x € [0; +o0l.
Donc 2’ =]0; +o0]. Ainsi ‘ f est dérivable sur ]0; +oof | x 42 *241-1 x 1
f dt:f —dt:f (1— )dt:x—Arcmnx.
__2 __2 5 1 2+1 2+1 2+1
. , (1+x)2 (1+x)2 |1+ x|
Soit x €]0; +o0l, f'(x) = = = :—(1+ )zx Vel X .2
2 x X X
1- — Donc|Vx € [0; +oo], dt=x—-Arctanx|
\/1_(T§) (10* [ Oo[f 2+1
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(c) Déterminer alors une primitive de la fonction ¢ — 2tArctan(t) sur

(d)

[0; +o0l.
Soit x € [0; +o0].

X
On calculef 2tArctan(t)dt. Soit t € [0; +oo].

W) =21 u() =12

On pose{ V() = Arctant . Alors V(1) =

1+1¢2
u et v sont de classe € sur [0; +oo[. Alors par IPP,

X tZ X X t2
f dt :[tzArcmnt] —f dt
2+1 1+ 12

= x’Arctanx— x+ Arctanx

Donc ‘ une primitive de de la fonction ¢ — 2t Arctan(t) sur [0; +o0o[

est la fonction x — (x*> + 1) Arctanx — x |.

En posant le changement de variable u = v/t, calculer

X
f Arctan(Vt)dt pour tout x € [0; +o0l.

Soit t € [0; +oo[. Posons u = V't.Alors u e [0;+o0[ et £ = u’.

Soit¢: u— u?, ¢ estde classe €' sur [0; +ool et dt = d)'(u)du =2udu.
Soit x € [0; +00l. Par changement de variable,

x VX
fArcmn(\/f)dt :f Arctan(u) x2udu

= [+ D Arctanu— u]ﬁ
=(x+ 1D Arctan(vx) — Vx

Donc f Arctan(V)dt = (x+1)Arctan(v/x) — Vx|

(e) Conclure.
Soit x € [0; +o0l.

ff(t)dt :f (g—zArcmn(\/E))dt
- gx—Z(x+ DArctan(vVx) +2vVx

Donc ’ une primitive de f sur [0; +oo estla fonction‘

T
X DX 2(x+ DArctan(vV/x) +2Vx|.
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