
TD 8 : Primitives.

Eléments de correction

EXERCICE 4

1. On considère les intégrales suivantes : I =
∫π

2

0
sin2 xd x et J =

∫π
2

0
cos2 xd x.

(a) Calculer I + J .

I + J =
∫π

2

0
(cos2 x + sin2 x)d x =

∫π
2

0
1d x =

π

2
. Donc I + J =

π

2
.

(b) A l’aide d’un changement de variable, montrer que I = J et en déduire

leur valeur commune.

Soit x ∈
[

0;
π

2

]

. On pose x =
π

2
− t . Alors t =

π

2
−x.

Si x = 0 alors t =
π

2
et si x =

π

2
alors t = 0.

La fonction φ : t 7→
π

2
− t est de classe C

1 sur
[

0;
π

2

]

et

d x =φ′(t )d t =−d t . Par changement de variable,

I =
∫π

2

0
sin2 x d x =

∫0

π
2

sin2
(π

2
− t

)

(−1)d t =
∫π

2

0
sin2

(π

2
− t

)

d t =
∫π

2

0
cos2 t d t = J .

Par conséquent, I = J =
π

4
.

(c) Donner, sans faire de calcul de primitive, la valeur de

K =
∫π

2

0
cos2 x sin2 xd x.

K =
1

4

∫π
2

0
sin2(2x)d x.

Soit x ∈
[

0;
π

2

]

. On pose x =
t

2
. Alors t = 2x.

Si x = 0 alors t = 0 et si x =
π

2
alors t =π.

La fonction φ : t 7→
t

2
est de classe C

1 sur [0;π] et

d x =φ′(t )d t =
1

2
d t . Par changement de variable, K =

1

8

∫π

0
sin2 t d t .

Alors d’après la relation de Chasles,

K =
1

8

(

∫π
2

0
sin2 t d t +

∫π

π
2

sin2 t d t

)

.

Montrons que

∫π

π
2

sin2 t d t = J avec un changement de variable.

Soit t ∈
[π

2
;π

]

. Posons s = t −
π

2
. Alors t = s +

π

2
.

Si t =
π

2
alors s = 0 et si t =π alors s =

π

2
.

La fonction φ : t 7→ s +
π

2
est de classe C

1 sur
[

0;
π

2

]

et

d t =φ′(s)d s = d s. Par changement de variable,
∫π

π
2

sin2 t d t =
∫π

2

0
sin2

(

s +
π

2

)

d s =
∫π

2

0
cos2 s d s = J .

D’où K =
1

8
(I + J) =

π

16
.

2. Soit (a,b) ∈ R
2 tels que a ≤ b et f : [a;b] → R continue sur [a;b] telle que

pour tout x ∈ [a;b], f (a +b −x) = f (x).

Montrer que

∫b

a
x f (x)d x =

a +b

2

∫b

a
f (x)d x et en déduire la valeur de

I =
∫π

0

x sin x

1+cos2 x
d x.

La fonction f et la fonction identité sont continues sur [a,b] donc
∫b

a
x f (x)d x et

∫b

a
f (x)d x existent.

∫b

a
x f (x)d x =

∫b

a
x f (a +b −x)d x. Soit g la fonction définie sur [a;b] par

∀x ∈ [a;b], g (x) = f (a +b −x).

Soit x ∈ [a;b]. On pose t = a +b −x. Alors x = a +b − t .

Si x = a alors t = b et si x = b alors t = a.

Soit φ : t 7→ a +b − t . φ est de classe C
1 sur [a;b] et ∀t ∈ [a;b],φ′(t ) =−1.
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Alors :
∫b

a
x f (x)d x =

∫b

a
x f (a +b −x)d x

=
∫a

b
(a +b − t ) f (t )× (−1)d t

=
∫b

a
(a +b − t ) f (t )d t

= (a +b)

∫b

a
f (t )d t −

∫b

a
t f (t )d t

.

D’où 2

∫b

a
x f (x)d x = (a +b)

∫b

a
f (t )d t .

Ainsi

∫b

a
x f (x)d x =

a +b

2

∫b

a
f (x)d x .

Soit f la fonction définie sur [0;π] par ∀x ∈ [0;π], f (x) =
sin x

1+cos2 x
.

f est continue sur [0;π] en tant que qoutient de fonctions continues sur

[0;π]

dont le dénominateur ne s’annule pas.

Soit x ∈ [0;π], f (0+π− x) =
sin(π−x)

1+cos2(π−x)
=

sin x

1+ (−cos x)2
=

sin x

1+cos2 x
=

f (x).

Alors

∫π

0

x sin x

1+cos2 x
d x =

∫π

0
x f (x)d x

=
π

2

∫π

0
f (x)d x

=−
π

2

∫π

0

−sin x

1+cos2 x
d x

=
π

2

[

− Ar ct an(cos x)
]π

0

=
π

2
(−Ar ct an(−1)+ Ar ct an(1))

=
π2

4

.

Donc I =
π2

4
.

EXERCICE 6

Soit (un)n∈N la suite définie par ∀n ∈N,un =
∫π

2

0
cosn td t .

1. Soit n ∈N. Exprimer un+2 en fonction de un .

A l’aide d’une intégration par parties, on montre que un+2 =
n +1

n +2
un .

2. Soit n ∈N. Exprimer u2n en fonction de n.

Soit n ∈N.

D’après la question précédente, ∀k ∈ �1;n�,u2k =
2k −1

2k
u2k−2 donc

u2n =
2n −1

2n
u2n−2 =

2n −1

2n
×

2n −3

2n −2
u2n−4 = ·· · =

2n −1

2n
×

2n −3

2n −2
×·· ·×

1

2
u0.

Ainsi u2n =
(2n)× (2n −1)× (2n −2)× (2n −3) · · ·×2×1

(2n)2 × (2n −2)2 ×·· ·22
u0 =

(2n)!

(2nn!)2
u0.

Or u0 =
π

2
donc u2n =

(2n)!

(2nn!)2

π

2
.

3. Montrer que ∀n ∈N, (n +1)un+1un =
π

2
.

D’après la question 1, ∀n ∈N, (n +2)un+2 = (n +1)un .

Donc ∀n ∈N, (n +2)un+2un+1 = (n +1)unun+1.

La suite ((n +1)unun+1)n∈N est donc constante de premier terme égal à

(0+1)u0u1 =
π

2
.

Donc ∀n ∈N, (n +1)unun+1 =
π

2
.

4. Soit n ∈N. En déduire la valeur de u2n+1 en fonction de n.

D’après la question précédente, (2n +1)u2nu2n+1 =
π

2
.

Or u2n =
(2n)!

(2nn!)2

π

2
donc u2n+1 =

(2nn!)2

(2n +1)!
.
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EXERCICE 7

Soit f la fonction définie sur [0;+∞[ par ∀x ∈ [0;+∞[, f (x) = Ar csi n
(1−x

1+x

)

.

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur [0;+∞[.

Notons D l’ensemble de définition de f .

Soit x ∈R.

x ∈D ⇐⇒
{

1+x 6= 0

−1 ≤
1−x

1+x
≤ 1

⇐⇒
{

x 6= −1
2

1+x
≥ 0 et −

2x

1+x
≤ 0

⇐⇒
{

x >−1

x <−1 ou x ≥ 0

⇐⇒ x ≥ 0

.

Donc D = [0;+∞[. Ainsi f est définie sur [0;+∞[ .

2. (a) Déterminer l’ensemble de dérivabilité de f puis calculer sa dérivée.

Notons D
′ l’ensemble de définition de f .

Soit x ∈ [0;+∞[.

x ∈D
′ ⇐⇒−1 <

1−x

1+x
< 1

⇐⇒











−1 <
1−x

1+x
1−x

1+x
< 1

⇐⇒











2

1+x
> 0

−
2x

1+x
< 0

⇐⇒
{

x >−1

x <−1 ou x > 0

⇐⇒ x > 0

.

Donc D
′ =]0;+∞[. Ainsi f est dérivable sur ]0;+∞[ .

Soit x ∈]0;+∞[, f ′(x) =
− 2

(1+x)2

√

1−
(

1−x
1+x

)2
=

− 2
(1+x)2

√

4x
(1+x)2

=−
2

(1+x)2
×
|1+x|
2
p

x
.

Or |1+x| = 1+x car x > 0. Donc ∀x ∈]0;+∞[, f ′(x) =−
1

(1+x)
p

x
.

(b) En déduire que ∀x ∈ [0;+∞[, f (x) =
π

2
−2Ar ct an(

p
x).

Soit x ∈]0;+∞[, f ′(x) =−
2× 1

2
p

x

1+ (
p

x)2
.

Donc f ′ est de la forme −2
u′

1+u2
avec u : x 7→

p
x.

Ainsi ∃k ∈R/∀x ∈]0;+∞[, f (x) =−2Ar ct an(
p

x)+k.

Or f est continue sur [0;+∞[ (ceci est correctement justifié à la ques-

tion suivante) donc ∃k ∈R/∀x ∈ [0;+∞[, f (x) =−2Ar ct an(
p

x)+k.

De plus, f (0) = Ar csi n(1) =
π

2
donc k =

π

2
+2Ar ct an(

p
0) =

π

2
.

Ainsi ∀x ∈ [0;+∞[, f (x) =
π

2
−2Ar ct an(

p
x) .

3. Le but de cette question est de déterminer une primitive de la fonction f

sur [0;+∞[.

(a) Justifier qu’une telle primitive existe.

La fonction x 7→
1−x

1+x
est continue sur [0;+∞[ en tant que quotient de

fonctions continues sur cet intervalle dont le dénominateur ne s’an-

nule pas. De plus, elle est à valeurs dans [−1;1]. Or la fonction Ar csi n

est continue sur [−1;1] donc f est continue sur [0;+∞[.

Ainsi f admet des primitives sur [0;+∞[ .

On admet que les primitives déterminées dans les questions b,c et d

suivantes existent.

(b) Déterminer une primitive de la fonction t 7→
t 2

t 2 +1
sur [0;+∞[.

Soit x ∈ [0;+∞[.
∫x t 2

t 2 +1
d t =

∫x t 2 +1−1

t 2 +1
d t =

∫x (

1−
1

t 2 +1

)

d t = x − Ar ct anx.

Donc ∀x ∈ [0;+∞[,

∫x t 2

t 2 +1
d t = x − Ar ct anx .
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(c) Déterminer alors une primitive de la fonction t 7→ 2t Ar ct an(t ) sur

[0;+∞[.

Soit x ∈ [0;+∞[.

On calcule

∫x

2t Ar ct an(t )d t . Soit t ∈ [0;+∞[.

On pose

{

u′(t ) = 2t

v(t ) = Ar ct ant
. Alors







u(t ) = t 2

v ′(t ) =
1

1+ t 2

.

u et v sont de classe C
1 sur [0;+∞[. Alors par IPP,

∫x t 2

t 2 +1
d t =

[

t 2 Ar ct ant
]x

−
∫x t 2

1+ t 2
d t

= x2 Ar ct anx −x + Ar ct anx

.

Donc une primitive de de la fonction t 7→ 2t Ar ct an(t ) sur [0;+∞[

est la fonction x 7→ (x2 +1)Ar ct anx −x .

(d) En posant le changement de variable u =
p

t , calculer
∫x

Ar ct an(
p

t )d t pour tout x ∈ [0;+∞[.

Soit t ∈ [0;+∞[. Posons u =
p

t . Alors u ∈ [0;+∞[ et t = u2.

Soit φ : u 7→ u2, φ est de classe C
1 sur [0;+∞[ et d t =φ′(u)du = 2udu.

Soit x ∈ [0;+∞[. Par changement de variable,
∫x

Ar ct an(
p

t )d t =
∫

p
x

Ar ct an(u)×2udu

=
[

(u2 +1)Ar ct anu −u
]

p
x

= (x +1)Ar ct an(
p

x)−
p

x

Donc

∫x

Ar ct an(
p

t )d t = (x +1)Ar ct an(
p

x)−
p

x .

(e) Conclure.

Soit x ∈ [0;+∞[.
∫x

f (t )d t =
∫x (π

2
−2Ar ct an(

p
t )

)

d t

=
π

2
x −2(x +1)Ar ct an(

p
x)+2

p
x

.

Donc une primitive de f sur [0;+∞[ est la fonction

x 7→
π

2
x −2(x +1)Ar ct an(

p
x)+2

p
x .
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