TD 10
EXERCICE 2

Soit E et F deux ensembles et f € & (E, F).
1. Soit (4, B) € (2 (E))°.
(a) Montrer que Ac B=> f(A) c f(B). Laréciproque est-elle vraie?
En classe.
(b) Montrer que f(AUB) = f(A)U f(B).
En classe.
(c) Montrer que f(ANB) c f(A) N f(B).
Soit ye f(AnB).Alors3xe AnB/f(x)=y.
xe AnBdoncxe Aetxe B.Alors f(x) € f(A) et f(x) € f(B).
Donc ye f(A)etye f(B).D'ouye f(A)n f(B).
Ainsi| f(ANB) < f(A)n f(B) |

Remarque:

Apreés avoir vu la partie 2 du chapitre Applications, vous pourrez
montrer qu’il y a égalité si f est injective sur E.

Montrons qu'il existe deux parties A et B de E telles que

fANf(B) & f(AnB).

Posons A= {1;2} et B={-2;1} et f: x— x?, fonction définie sur R a
valeurs dans R.

Alors f(A) = f(B) ={1;4}. Donc f(A)n f(B) = {1;4}.

De plus, An B = {1} donc f(AnB) = {1}.

Ainsi f(A) N f(B) £ f(ANnB).

2. Soit (C,D) € (2(F))°.

(a) Montrer que C < D= f'(C) c f~1(D). Laréciproque est-elle vraie?

En classe.
(b) Montrer que f~}(CuD) = f 1 C)uf D).
En classe.
(c) Montrer que f~2(CnD)=f1(C)n f D).
Soit x€ E.
xef_l(CmD) <~ f(x)eCnD

<~ f(x)eCet f(x)eD
—xefCetxef (D) "
=xeflCnf b

Donc| fY(CnD)= Y CO)nf D))

EXERCICE 3

3. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M, P
d’affixe z* et Q d’affixe z°> forment un triangle équilatéral.

« Siz=0o0u z=1,alors M , P et Qsont confondus et M , P et (J ne forment pas un triangle.
» Siz=-1, alors M et Q sont confondus et M , P et {J ne forment pas un triangle.

«Siz#0,z=1letz»-1,alors M ,Pet Osontdistincts 23 2.

0 =M
(MP=MQ =y
MPQ est un triangle équilatéral <, ——~ —— R oS{"F M
¢ geca |(MP. M) = +=[27] SO =% - &
. 3 arg — =+—[2x]
Zp Iy 3
:{‘j_:u ;i :(J —IM ;E _aE ‘i
———=e3 ou ———=¢ 3o c+l=¢3 ouz+l=e 3
Zp—Iy Zp—IM
1 43 1 B
===t QUT=—=—f—.
2 2 2 2
Lensemble des points M tels que MPQ soit équilatéral est formé des points !: —% +f'§ let
[ 1 J3_ ]
Bl‘._'z'_‘T.! -
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EXERCICE 4 (OM,0OM") = arg(i)[zn] < (OM,0M) = arg(——_)[Zn]
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z non z zz
1
. . T / r__t e 1
nul, associe le point M" d’affixe z' tel que z' = = — (OM,0M") = arg( - 7) [27]
z
1. Déterminer I’ensemble des points invariants par f. — (W, OM)) = n[27]

1 _
SoitzeC*,f(z):z(:—::z@zz:—lmlzlzz—l.
z

Donc|les points O, M et M’ sont alignés avec O € [MM'] |.

Or |z|* est un réel positif donc I'équation f(2) = z n'a pas de solution. 4. Soit Ale point d’affixe 1 et € le cercle de centre A et de rayon 1.
Donc ‘ I'ensemble des points invariants par f est]’ensemble vide | Construire 'image M’ par f d’'un point M quelconque, distinct de O,
appartenanta é.

Z_
2. Montrer que Vz € C*,z/ +1 = —— puis que M
z M e 6\{0} @{AM 7 (1)
VzeC* |z +1|=|7| = |z-1|=1. = .
— 1 1 z—1 !l 2z &C
SoitzeC*,zZ/+1=—=+1=——+1= . lz—1] = 1
Z V4 Z ! !
— |z +1| =
Soit ze C*. 1z +11=1z]

} ) - , < BM'=0M’ avec B le point daffixe -1.
lz2+1|=1z| <—|z'+1]=]z] ' s e
z—1 1 ‘ Donc M’ appartient a la médiatrice du segment [BO].

— il Les points O, M et M’ sont alignés avec M’ € [MO).

z
z—1 1 . ; s . YR
| | = — Ainsi| M'est le point d’intersection de la médiatrice du segment [BO]

|z] |z]

— .
T erde 3401

|zl |zl Faire une figure en placant M o1 vous voulez!
—|z-1|=1

- z
Donc|VzeC*, z/ +1= etVzeC* |z +1|=|Z| = |z-1|=1

3. Soit M un point d’affixe z non nul et M’ d’affixe z’ son image par f.

(a) Etablir une relation entre OM et OM'.
;1 . 1, 1 1 1
z =—-=donc OM :Izlz‘——‘
z

1zl 1zl oM’

1
Donc|OM' = — |
OM

(b) Déterminer une mesure de I'angle (W/[, OM’) et en donner une

interprétation géométrique.
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