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Ensembles de nombres

1. e AeD
e BeER
e CeZ
e DeN
e EcD
e FEQ
e GeQ
e HeER
o JeZ
e JeN

2. Encadrementde2a—b:

& On ne peut pas faire la différence de deux inégalités, il faut utiliser I'opposé.

1
—<a<lalorsl<2a<2.Deplus,3<b<4donc—-4=<-b=<-3.Alors, ensommant,| -3<2a-b=<-1|

2
4a-1
Encadrement de :
b+1

& On ne peut pas diviser deux inégalités, il faut utiliser I'inverse.

1 - .1 11
3 <a<lalors2<4a<4.Doul<4a-1 53.Deplus,3sbs4.AlorsO<4sb+155dougs 771 < 1
Toutes les quantités sont positives, on peut donc multiplier membre a membre.
D duit 1 - 4a-1 - 3
onc par produit, | — < =—|
barp 5 b+1 4
S J
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Fiche de calcul n°2

36 15 4x9 5x3 36 15
1. e — X—xhH= X x5=9donc| — x —x5=9
25 12 5x5 4x3 257 12
2 (-6 2 5 2 5 1 2 =6y 1
o——+(—):—)<—: X = — donc ——+(—):—
15 \5 15 6 5x3 2x3 9 15 \5 9
1978 x 1979+1980 x 21+ 1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 + 21 + 1958
1980 x 1979 — 1978 x 1979 - 1979 x (1980 — 1978)
1979 x (1978 +21) +1979
B 1979 x 2
1979 x (1999 + 1)
1979 x 2
=1000
1978 x 1979 + 1980 x 21 + 1958
Donc =1000 |.
1980 x 1979 — 1978 x 1979
) 1 _, 1 _ 1 _, 1 _ 1 _, 1_1 13
.+1 1 _+1 1_+11_+11_+1 I
+ T + 1 +t— + + - 5
1+ 1+ = 1+= =
1 3 3 3
1+ = =
2 2
1 13
Donc| 1+ 1 = —
1+1 :
t/
14—
2
) 1 1 1 1 1
._ 2.5 6_2.3_(! )+ [ x56) = 6% 22 = 15 _45
l_l'l_l_l'i_(z 12) -+ x56)—6><5 =3x2x s =
3 4 7 8 12 56
11 1 1 1 1
2.5 6_2 .30 _4
Doncll.11 151 -1
3 4 7 8 12 56
2022 2022 2022
2. . = = =2022
(=2022)2 —2021 x 2023 20222 — (2022 —1) x (2022 +1) 20222 — (20222 — 1)
2022
Donc =2022|.
(=2022)2 — 2021 x 2023
20212 20212 20212 20212 1
L ] = = = i
20202 +20222 -2 (2021+1)2+(2021-1)2-2  20212+42x2021+1+20212-2x2021+1-2 2x20212 2
20212 1
Donc| —————=—|
20202 +20222 -2 2
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L]
o
I
I
I
[
(o8
]
5
o

6 +3 39
6 11 12 77
2><(——)+11 ——+£
11 4 _ 11 4
6 28
—+2 5 x _E +1
%X(_%) 1;44 66611 " 51
12 39
__+_
_ 11 44
5 4x7 1
— + X
11 x 68 11 4 x 2 %68
48 39
__+_
44 44
5 7
- +
11x68 11x2x68
9
_ 11 x4
- 10 + 7
11x2x68 11x2x68
9
_ 11 x4
3
11 x2 x68
9 11 x4x34
= X
11 x4 3
=3x34
=102.
Mémé a 102 ans |.
a
b a d ad
4 o A= =—x—=—donc|A=—
< b ¢ bc bc
B a a a c Cd B ac
° = = = — a — = —— donc =
b pxd b—cd bd bd bd
d
< C ac
b axg T ac ac
c b b
« C= = =—=—donc|C=—|
d d d bd bd
3 1
- _b*c_ b a

d d d _bed ~ bed
5 k k—-1+1 1+ 1 d k 1+ 1
. . = = onc| —— =1+ ——
k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
3x-1 3(x-2)+5 5 3x—-1 5
o = =3+ donc =3+
x—2 x—2 X— x—2 x—2
_ Y,
PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 4 /34 2025-2026



fﬁ N
) . 1 1 1 n nn+1) (m+1)? n+n?+n-n®>-2n-1 1
1. e SoitneN", A(n) = + ——= - = =— .
n+1)2 n+l n nnm+1?2 nnr+12 nn+1)? nn+1)2 nn+1)2
Donc|VneN* A(n) = ——— |
n(n+1)2
6(n+1) 5 5
=D Cn=2) 6(n+1 n“(n—1 3n
« Soit neN*\{1},B(n) = 202 - (el _, wr-ll_3n
2n+2 nn-1)2mn-1) 2n+1) 2
n-(n-1)
" 3n
Donc|VneN \{1},B(n)=7.
Soit x € R\(-1: 1}, C(x) 1 1 + 2x x+1 x—1 N 2x 2+2x 2
L o1t X —1; 1y, xX) = — = _ — — .
x—1 x+1 x2-1 x2-1 x2-1 x2-1 x2-1 x-1
2
Donc|VxeR\{-1;1},C(x) = —— |
x—-1
i " x—-2 1 3-x 3x-2) x 2B3-x
e SoitxeR",D(x)=——=+——= -4 =0.
2x 6 3x 6x 6x 6x
Donc|VxeR*,D(x) =0
X 1 x+2 2 (x—=2)(x+2) x(x+2) 2(x+2)
e Soit x e R\{-2;0;2}, E(x) = —+ + = + +
x x2-4 x2-2x x(x-2)(x+2) x(x-2)(x+2) x(x-2)(x+2)
B X2 -4+ x°+2x+2x+4 2x(x+2) 2
X) = = = .
x(x—-2)(x+2) x(x-2)(x+2) x-2
2
Donc| Vx e R\{-2;0;2}, E(x) = —— |.
xX—2
1 1
1+1 x+1 X
- _ — 2 2
. . _ X _ x _x+1_ x X
o Soit x e R\{—1;0;1}, F(x) = T R Wl v m R p
1 =X _
1o — A X
1-x 1-x
2
Donc|VxeR\{-1;0;1}, F(x) = 3 R
xc—-1
2. On note 2 I'’ensemble de définition de cette équation.
. 3 + 1 0 —— 1
Soit xXeER,x€ED — * 7 —i * 7 3 .Alors@:[R\{——;—Z}.
X + 2 # 0 X # -2 3
Soit x € 9,
3x+2 x-1 2 5 1
=—— = 3x+2)(x+2)=3x+1)(x-1)<=3x"+6x+2x+4=3x"-3x+x-1<=10x=-5< x=——.
3x+1 x+2 2
1 1
—— €2 donc y:{__}_
2 2
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3. + Onnote 2 I'ensemble de définition de cette inéquation.

1 1
Soith[Ri,xe@«:»Zx+1¢0<:>x;é—§.Alors@:[R\{—§}.

On dresse un tableau de signes pour résoudre cette inéquation :

1
X —00 -1 _-
2

+00

Signe
de x—4

Signe
de x+1

Signe de
2x+1

Signe du
quotient

Donc y:]—l;—%[u]4;+oo[ .
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¢ Onnote 2 I'ensemble de définition de cette inéquation.

SoitXeER,X€ED <= 2-x#0 < x #2.Alors 2 =R\{2}.

x-3-2(2-x)
2—x

On dresse un tableau de signes pour résoudre cette inéquation :

x—3
Soitx€Y, — <2 <—
2—Xx

<0<

3x—-7
2—x

<0

7
X —00 2 3 +00
Signe de _ _ 0
3x-7
Signe
+ —_
de2—-x 0
Signe du _ N o
quotient
7
Donc| . = ] —oo;Z[u [—;+oo[ .
3
\ J
fg A
5
e — > —
5 9
12 10
o« — >
11 12
125 105
L 25 21 y
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Fiche de calcul n°3

Puissances

L. (10° x 1073)° _ (10%)° _ 1010 — 10* donc (10° x 1073)° 100
’ (105 x 1033 (1072)-3 106 (1075 x 103)-3 '
30%8 30%% (30,28 30%8
¢ —————— = —— = (—) =3% donc =328
228 528 1028~ \10 228 x 528
2% x 3 29x3 3-8+1 _ q2-4+1 _ -4 _ o-1 2% x3? 4 a1
2. . 34><23><6—1_34><28><2—1><3—1_2 x 3 =2""x37" donc 34x28><6—1_2 x37" |
3224321 321(341) 322432
. = =2donc| ——— =
322 _ 321 321 (3 _ 1) 322 _ 321
83 43x23 g3
3. e —=—""=4x23=22x23=2%donc| = =2°|
42 42 42
. 2771 x 4% _ 3371 x (22)2 _ 373 x 24 _ 33+ _ 3 donc 2771 x 42 _
34 x 24 34 x 24 34 x 24 34 x 24

817 x 6—6 23 17 o 2—6 x 3—6 251 x 2—6 x 3—6 817 x 6—6
— 2% — — 251—6—42 — 23 donc _93
9—3 x 242 (32)—3 x 242 3—6 x 242 9—3 x 242

510x73-25%x492  510x73-(52)8x (792 510x73-510x74  510x731-7) 5x(-6) 10
(125x7)3+59% 143 (53x7)3+59x73x23  5Ix734+59x73x28  59x73(1+2%) 9 3
510 x 73 _ 255 x 492 10

donc =—_
(125 x 7)3 +59 x 143 3
55% x 12172 x125% _ (5x11)* x (11%)7% x (5°)? 52 x 112 x 1174 x 5 552 x 12172 x 1252
¢ = = =11donc =111
275x 60572 x 254  52x11x(112x5)"2x(52)4 52x11x11"4x52x58 275 x 6052 x 254
1272x15%  (3x29)72x(5x3)* 372x274x5%x34 1272 x 154
° = = =3 donc| ———— =3
252 x 1874 (5%)2 x (2 x 32)~4 54x2-4x3°8 252 x 1874
4. SoitneN.
1 _n 1 si n estpair
RETY =1 _{ -1 si n estimpair
done| a, = { 1 s% noest pair‘
-1 si n estimpair

1 si mn estpair

o —_(_N\M2 _ 1\ =
by, =(-1) (=D {_1 si n estimpair

donc

b = 1 si n  estpair
"7 -1 si n estimpair

o cp=(-D""=((-D*)"=1"=1donc .
o dy= (=11 = (1) x (1) = -1 donc .

5. Soit a € R\{1} tel que a’=1.
e A=a’-3a%+4a°—a*+3a-1=d° x a2—3(a5 xa)+4x 1-d’*+3a-1=a*-3a+4-a*+3a-1 =3d0nc.

o Bz a2y g2 g3N2 4123 | 12344230143412+4123 _ 11110 _ 20005 _ (512222 _ 12222 _ | qonc _

1-a°
o C:1+a+a2+a3+a4=1—:0donc.
-a
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Fiche de calcul n°4

Calcul littéral

-
55 Développer/Factoriser

1. Soit x unréel.

2
o A(x)=-3(x— g)(x—4) = (-3x+2)(x—4) = —3x% + 12x +2x -8 = —3x* + 14x — 8 donc | A(x) = —3x* + 14x -8 |

Rappel : V(a, b) e R, (a— b)® = a® —3a°b +3ab® - b°. ‘

Bx)=(2x-1°=8x>-12x*+6x-1 donc\ B(x)=8x>—12x*+6x—1|.

e C(x) = (x2+x+1)2 = x4+2x2(x+1)+(x+1)2 =xr 128 2% + % +2x+1 = ¥ +2x° +3x%2 +2x + 1 donc
\C(x):x4+2x3+3x2+2x+1\.

e D(x)=(2x+3)5x—8)—(2x—4)(5x—1) = 10x> —16x+15x—24— (10x*> —2x—20x+4) = 10x* — x— 24— 10x* +22x— 4

donc| D(x) =21x—28|.

2. Soit i un nombre tel que i? = —1.

e B+i)>=9+6i+i°=9+6i—1=8+6idonc|(3+i)>=8+6i|.

e (3-20)° =27-54i +36{> —8i® = 27~ 54i — 36+ 8i = —9 — 46/ donc| (3—2i)° = —9—46i |,

. (4—5i)(6+3i)=24+12i—30i—15i2=24—18i+15:39—18id0nc‘(4—5i)(6+3i)=39—18i ‘
3. Soit x un réel.

e A(x) =3x*—6x=3x(x—2) donc| A(x) = 3x(x—2) ‘

e Bx)=Bx+2)(x-1)+(5Bx-3)5x-5=Bx+2)(x-1)+56x-3)(x—-1) =(x-1)[3x+2+505x—-3)]
B(x)=(x-1)B3x+2+25x—-15)=(x—1)(28x—13) donc‘B(x)=(x—1)[3x+2+5(5x—3)] .

e C()=02x-3)2x-4)-2-x)4x-2)=22x-3)(x-2)-22—-x)(2x-1)=2(x—-2)2x-3+2x-1)
Cx)=2(x-2)4x—-4)=8(x—-2)(x—1)donc|C(x) =8(x-2)(x—-1) |

e D(x)=8x+4—-(x-52x+1)=42x+1)-(x-52x+1)=2x+1D[4-(x-5)]=2x+1)4—-x+5)=2x+1)(-x+9)
donc| D(x) = 2x+1)(-x+9) |

e E(x)=(12x—-4)(x+2)—7xBx-1)+9x-3)(x—-1)=4Bx-1)(x+2)—-7xBx—-1)+33Bx-1)(x—-1)
EX)=CBx-1D[4(x+2)—-7x+3(x—-1)]=0Bx—-1)4x+8-7x+3x—-3)=3B3x—-1)(-3x+5)
donc| E(x) = 3x—1)(-3x+5) |

o F(x)=9x>+49-42x=3x-7)*> donc| F(x) = Bx-7)%|.

. G(x)=(2x+1)2—49=(2x+1+7)(2x+1—7)=(2x+8)(2x—6)=4(x+4)(x—3) donc| G(x) =4(x+4)(x—3) |

e Hx)=-Bx+5%+(1-x2=(1-x+3x+5)[1—x—(Bx+5)] = (2x+6)(—4x—4) = —8(x +3)(x + 1)
donc| H(x) = —8(x+3)(x+ 1) \

e I()=(x+2)3x—6)+5@4—2x)2 =3(x+2)(x—2) + 202 — x)® = 3(x +2)(x — 2) + 20(x — 2)?
I1(x) = (x—2)[3(x+2) +20(x —2)] = (x—2)(3x + 6+ 20x — 40) = (x — 2)(23x — 34) donc\ I(x) = (x—2)(23x—34) |

. ](x):3x2—x+(x+1)(3x—1):x(3x—1)+(x+1)(3x—1):(3x—1)(x+x+1):(3x—1)(2x+1)
donc| J(x)=Bx-1)2x+1) |

e K(x)= (3x+5)2—3x—5= Bx+5@Bx+5-1)=3Bx+5)(3x+4) donc‘ K(x)=@Bx+5)(3x+4) ‘

e L) =9x-1)2-(2x+3)2=Bx-1)?>-2x+3)?>=[B(x-1) +2x+3]B(x—-1) - 2x+3)]

L(x)=Bx-3+2x+3)(3x—3-2x-3)=5x(x—6) donc| L(x) =5x(x—6) |

e M(x)= —49x% +1= 1-7x)1+7x)donc| M(x)=(1-7x)(1+7x) ‘

e NX)=6Bx-3)x+D)-x+D?+x>-1=06x-3)(x+1) - (x+D*+x-D(x+1)
NX)=x+DbBx-3-(x+D)+x-11=x+1)5Bx-5=5x+1)(x—-1) donc‘N(x) =5(x+1)(x-1) ‘

e O()=2x4-x)—4+x=2x@-X)—(4—x)=4-1)(2x—1) donc\ 0x)=@-x)2x—1) \

. P(x):x2+6x+9—(x+3)(x—1):(x+3)2—(x+3)(x—1):(x+3)[x+3—(x—1)] =4(x+3)donc| P(x) =4(x+3) |
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e Q) =x*+3x+2=(x-2)(x—1) donc\ Q) =(x-2)(x—1) \

o R(x)=-5x2+6x—1=-5(x— 1)(x— %) = (x—1)(~5x+1) donc|R(x) = (x~ )(-5x+1) |

e S =xt-1=0%-DE+D=x-Dx+ D2+ donc]5(x)=(x—1)(x+1)(x2+1) \
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Fiche de calcul n°5

Valeur absolue

4

1. o |-2|=2
o m-3|=n1-3
o \[m—4|=4—-m7
e 1-V2|=V2-1

2. Le tableau complété :

xe€l[--;-+] | ~--=x<--- | xappartient al'intervalle fermé de centre --- etderayon--- | |[x—---|<---
x€[-1;2] —-l<x<2 Centre: 0,5 etrayon: 1,5 |lx-0,5/<1,5
X € [2;4] 2<x<4 Centre: 3 etrayon: 1 [x-3|=<1
3 3 3 3
x€[0;3] O0=x=<3 Centre: — etrayon: — )x——‘s—
2 2 2 2
37 3 7 5 5
xe[——;—] ——<x<- Centre: 1 etrayon: — [x-1]<—=
2 2 2 2 2 2
5 5 7 17 7 17
xe[——;S] ——=<x<3 Centre : — etrayon: — ‘x——‘s—
4 4 8 8 8 8

3. e |Rappel:VXeR,VaeR,,|X|=a<= X=aouX=-a

SoitxeR,|x—8|=1<—=x-8=1oux—-8=-1<—=x=90oux=7.
Donc| S=1{7;9} |

Rappel :NX€R, VY €R,|X|=|Y| = X=YouX=-Y < X?=Y?

2
Soitx(—:lR,|1—2x|=|x+3|<=>1—2x=x+30u1—2x=—x—3<=>3x:—20ux:4<=>x=—§ ou x =4.

Donc S={—§;4} .

Rappel :¥X €R,VaeR,,|X|<a—-a<X=<a|

Soitx€R, |2—x|<3 <= -3<2-x<3<= -5<-x<l<<=-1<x<5

Rappel.-VXeR,Va€R+,|X|2a<:>Xs—aouX2a‘

1
Soit x € R, |3x+4|25<=>3x+4s—50u3x+425<=>3x5—9ou3x21<=>xs—3ouxz5.

S=]—oo;—3]u[%;+oo] .

 Ici, l'inéquation est formée de la comparaison de deux valeurs absolues, le réflexe est d’élever au carré.
Soit x€R, [2x 3| < |x— 1] <= 2x-3)’ < (x— 1) = 2x-3)* - (x - 1)* <0 = Bx—4)(x—-2) < 0.

4
On effectue alors un tableau de signes et on obtient| S = [g;z] .
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e On écrit 2|x + 1| + |5 — x| sans valeur absolue a l’aide d'un tableau.
Soit x € R.

* On détermine les valeurs de x pour lesquelles les expressions mises en valeur absolue changent de signe.
e X+1=0<=x=-1
e 5—-x=0<x=5

* On dresse le tableau :

X —00 -1 5 +00
[x+1] -x-1 0 x+1 x+1
|5— x| 5-x 5-x 0 xX—5
21x+ 1|+
—-3x+3 xX+7 3x-3
15— x|

& IIn'y a pas de zéro sur la derniere ligne. En effet, on fait une somme, pas un produit!

* On résout alors 3 équations :

5
. Sixe]—oo;—11,2|x+1|+|5—x|=8<=>—3x+3=8<:>—3x=5<:>x=—§.

Or—g €] —o0;—1], donc S; :{— g}

e Sixe[-1;5],2|x+1|+|5—x|=8<=x+7=8<—x=1.
Or1e€[-1;5],donc Sy = {1}.

11
. Sixe[5;+oo[,2|x+1|+|5—x|=8(=>3x—3=8<=>3x=11(=>x=?.

11
Or 3 ¢ [5;+o0[, donc S3 = @.

5
* On détermine I'ensemble des solutions de I'équation: S = S; U S, U S3 donc| S = { i ; 1} .
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Fiche de calcul n°6

Racines carrées

1. o (-3)2=3

o |\V(V3-22=2-V3

e [ V@-VD2=VT7-2

V6-3)3+ \/é):\/62—32:6—9:—3donc\ V6-3)3+V6) =-3 \
e (2-v5)*=4-4V5+5=9-4v5donc| (2-v5)*=9-4V5|

\/4+2\/§:\/1+2\/§+3:\/12+2\/§+\/§2=\/(1+\/§)2=1+\/§d0nc \/4+2\/§=\/1+2\/§+3=1+\/§.
(V2v3)' = ((V2v3)')" = (2v3) =22 x V3" = 12 donc| (v/2v3) = 12

(V2+v3)*+(V2-v3)* =2+2v2V3+3+2-2v2V3+3=10donc| (V2 +v3)* +(vV2-v3)* = 10|

\/25+36+64:\/E=5\/§donc\ \/25+36+64:5\/§\.
V20-3V5+ Va5 = 2V5 - 3v5+3v5 = 2v/5 donc | V20 - 3v5 + V5 =2V5 |

e 3V12+2v27- V48 =6V3 +6v3—4v3 = 8v3 donc| 3V12 +2v27 - Va8 =8V3 |

. \/7+\/§+\/7—\/5:(\/7+\/5)2+(\/7—\/§)2:7+2\/7\/§+5+7—2\/?\/5+5:2_4:

Vi-V5 VI+vV5  (VT-VBWT+V5) NV 2
\/7+\/§+\/7—\/§:12
V7-vV5 V7+V5

2. Pour comparer deux nombres positifs, on compare leurs carrés et on utilise le sens de variation de la fonction racine
carré sur [0; +oo.

(1+v2)2=3+2v2et (vV3)? =3 donc (1+V2)? > (V3)2.
Or la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +oo[ donc| 1 + V2>v3|

1 vVx+1l1—v/x vVx+1-vx
3. e Soit x € [0; +oo], A(x) = VX = =Vx+1-Vx.

VItI+VE (Va4 yDWarl-ya)  x+l-x
Donc| Vx € [0;+oo[, A(x) = Vx+1—vx \

Va+l Vx-1 (WVEX+1)?—(Vx-1? x+2y/x+1-x+2y/x-1 4VX

12

donc

e Soit x € [0;1[U]1;+oo[,B(x) =

V-1 x+1  (Vx-DW/x+1) x-1 x-1
Donc| Vx € [0;1[U]l;+o00[, B(x) = i_\—/}l R
1-x? 1-x2

o Soit xe R\{-1;1}, C(x) = = .
oit x { }, C(x) L) (1—x2)2 1+ x2)|1-x2|

1-x% si 1-x*=0 1-x% si -1<sx<1
1-x%| = , 1-x% = i
Orll =7 {xz—l si ¥°-1<0 donc |1 -x7| {xz—l si x<-1 ou x>1
1
3 -l=sx=<1
Donc|VxeR\(-1;1},C(x)={ 1+f
- si x<-1 ou x>1
1+ x?
\ y,
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| Fiche de calcul n°7 I
Equations du second degré

;g A
1. Soitx € R.
e X*—6x+9=0 (x—3)2:0<:>x—3=0<=>x=3.D0nc.
1 1
o 9x2+6x+1=0<=>(3x+1)2=0<=>3x+1=0<=>x=—§.Donc Sz{—g} .
o x> +4x-12=0:A=4?-4x(~12) = 16 + 48 = 64. Donc I'équation admet deux solutions réelles dont la somme
est égale a —4 et le produit est égal a —12. Alors| S = {—6;2} |.
e x*-5x=0< x(x-5)=0<= x=0o0ux=5 Donc|S={0;5}|
e VxeR,2x%+3>0doncl’équation 2x + 3 = 0 n’a pas de solution réelle. Ainsi .
e 2x°—x-6=0:A= (- 1)2 —4x2x(—6) =1+48=49. Donc'équation admet deux solutions réelles dont la somme
1 3
est égale a 3 et le produit est égal a —3. Alors| S = { - 5;2} .
2. e 9+13=22et9x13=117
donc’ une équation du second degré admettant comme solutions les réels 9 et 13 est : x> —22x+117 =0 ‘
e —11+17=6et—-11x17=-187
donc‘ une équation du second degré admettant comme solutions les réels —11 et 17 est : x> —6x— 187 =0 ‘
2
e 2+V3+2-v3=4et(2+V3)2-v3)=22-V3 =4-3=1
donc‘ une équation du second degré admettant comme solutions les réels 2+ V3 et 2— V3 est: x> —4x+1=0 ‘
3. o (m+2)x*-2(m-1x+4=0:A = [-2(m-1)]*~16(m+2) = 4m*-8m+4—16m—32 = 4m*~24m—28 = 4(m*~6m~7).
Léquation (m +2) x> — 2(m — 1)x + 4 = 0 admet une solution double si et seulement si son discriminant est nul.
OrA=0e=m?>-6m-7=0=m=-loum=7.
2
Danslecasoum=-1,S={-2}etdanslecasoum=7,S = {g} .
o« (M+3)X*+2Bm+Dx+m+3=0:A=[2@m+1)]*-4(m+3)* =4[Bm+1)* - (m+3)* ] =4@m+1+m+3)3m+
1-m-3)=44m+4)2m-2)=32(m+1)(m-1).
Léquation (m +3)x* + 2(3m + 1)x + m + 3 = 0 admet une solution double si et seulement si son discriminant est
nul.
OrA=0= m+1)(im-1)=f<—m=-1loum=1.
‘ Danslecasoum=-1,S={1}etdanslecasoum=1, S={-1} ‘
4. e Le discriminant du trindme x> — (V2 + Dx+V2est A= (V2+1)? —4xV2=2+2V2+1-4V2=3-2V2
2
Or3-2v2=1+v2 -2v2doncA=(1-v2)2 Ainsi A >0 donc x* - (V2 + 1)x + V2 admet pour racines 1 et V2.
Lorsque son discriminant est strictement positif, le trinéme est du signe du coefficient dominant a Uextérieur des
racines et du signe opposé entre les racines.
Donc x> — (V2+1)x+V2<0< x€ [1;\/§]D’0i1 S= 1;\@] .
e Le discriminant du trindme —x? + 2x + 15 est A = 2% — 4 x (-1)x15=4+60=64.
—x?+2x+15 admet deux racines réelles dont la somme est égale 2 2 et le produit est égal 2 —15 : ces racines sont
donc5 et 3.
Donc —x% +2x+ 15>0<= x€]-3;5[.D’out| S=]-3;5[ |
L [s=1-3:51] )

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 14 /34 2025-2026



Fiche de calcul n°8

Exponentielle et logarithme

In16=1n2* =4In2 donc|In16 = 4In2 |
e In512=1n2% =9In2 donc|In512 =91In2 |

53
« In(0,125) =1n(m) ~1In53—In103 =3In5-3In(5x 2) =3In5-3In5—3In2 = —3In2 donc| In(0, 125) = —3In2|.

. 31n(%)z—3ln\/_=—3ln2% :—;—)lnz donc 3ln(%):—gln2.
. lln(l)—lln(l):—lln22+lln23’=—lln2+§ln2:llnzdonc 1ln(l)—lln(l)zllnz
8 4) 4 8 8 4 4 4 2 8 4 2

. ln(g) = ln(i—z) =In2*-1n5% =4In2 - 2In5 donc

ln(g) =4In2-2In5|,

. ln(%)+ln(§)+m+ln(%)+ln(%) = _In2+In2-In3+---+1n98—-In99+1n99—1n100 = —In100 = — In(5x 2)? =

—-2In(5x2)=-2In5-2In2 donc ln(%) + ln(

2
3

)+---+ln(

98

99

)+ln(

99

100

) — 2In5-2In2|.

20
] —In@2-v39)® =1n12 =1In1=0

2. A=In(2+v3)?) +In(2-v3)?°) =In [(2+ V3202 \/§)20] —In [(2+ V3)(2=3)

donc .

3. B=In8-In2+In4-In16=1n2%-In2+1n22-1n2* =3In2-1n2+2In2-4In2 = 0.
Donc.

4. C=In(v5-1)+In(v5+1) =1n[(\/5—1)(\/§+ 1)] —In(v5 —1%) =In4 = 2In2.

Enposanta=>b=2, ‘ il existe a et b deux entiers naturels non nuls tels que C = alnb |

] —X ex+1 X X X
5. SoitxeR,In(1+e ):ln( )zln(e +1)—In(e*) =In(1 +¢e”) — x.

Donc|VxeR,In(l+e ) =Iln(1+e*)—x ‘

6. + On note 2 I'ensemble de définition de cette équation.
. x - 3 >0 x > 3
SoitxeER, x €Y — — 1 < x>3.Alors 9 =]3;+o0l.
2x + 1 > 0 x > - 5

SoitxeZ,In(x—3)+In2x+1)=2In2 <= In[(x-3)2x+1)]=In4 < (x—-3)(2x+1) =4<=>2x°-5x-7=0<

x=—-loux=-—-.
2

7
Or —-1¢ 2 donc S:{E} .
* On note 2 'ensemble de définition de cette inéquation.
SOoitxER,xXED = x+1>0<=x>-1.Alors @ =] —1;+o0|.

Soitx€9, In(x+1)>0<=x+1>1<=x>0.

15 /B34
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Signe
de x-2

Signe de
In(x+1)

Signe du
produit

Donc| S =]-1;0[u]2; +oo[ |.

3

_ n(L 1 _ 1
e2m3 () L gonele 21“325 .

1 1 1
In(ve) =ln(e%) = Elnez > donc|In(ve) = 5t

- 3) 3 _ 3
eln3 In2 _ eln(z) == donc eln3 In2 _ 2

2 20

1 1
e~nn2) _ in() = 1 qonele-nn2 — L

In2 In2 |
ln(\/g) —ln(\/e_z) =ln(e4)% —ln(ez)% =Ine’-lne=2lne-1=2-1=1donc ln(\/g)—ln(\/g) =1
ln(\/ e‘lnez) :ln(e_lnez)% =In (e_%lnez) =In(e ™% =In(e™") = -Ine=-1donc ln(\/ e‘lnez) =-11

On note 2 I'ensemble de définition de A.

SoitxeER,x€EPD<—=1-x>0<x<1ldonc|2 =]—oc;1[|

m(#) 1
Soit x€] —oo; 1, A(x) =e \VI-¥) =
N

=

Donc| Vx €] —oo;1[, A(x) =

1
v1i—-x '
On note 2 I'ensemble de définition de B.

SoitxeER,x€ED <= x+1>0<x>-1donc| D =]-1;+o0[|.

1
i X —In(x+1) X ln( ) e’
Soit x €] —1;+o00[,B(x) =e" x e =efxe ‘x+1/ =

x+1

X

Donc|Vx€]—1;+o00[,B(x) = R
x+1

SoitxeR,e‘x2+x=1<:>—x2+x:ln1<=>—x2+x=0<=>—x(x—1)=0<=>x=00ux=1.Donc S=1{0;1} |
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¢ Onnote 2 I'ensemble de définition de cette inéquation.

SOitXER,XED = €' -2>0= e*>2 < x>1n2. Alors 2 =]In2; +ool.
Soitx€9,In(e*-2)=20<=e*-221<=e* =23 < x=In3.Donc| S = [In3;+oo[ |
. 355 In12+5
o SoitxeR,e >12<—=3x-5>In12«<—=3x>Inl12+5<<—= x> —.
.. In12+5
Ainsi| S= | ——— + o0
3
s * _1+lnx In2—-1 2 2
e SoitxeRj,e 2= l+lnxslh2<=Inx<ln2-l<x<e < x<-.Donc S:]O;—
e
) 2e% — 2¥ e*(2—e%) . 2e% — 2¥ — e~
o 801tx€R\{—1},—1>0<=>—1>0.Ore >0 donc >0 I > 0.
X— _ _ _
Deplus,2-e* 20 e <2< x<In2.
On peut alors dresser le tableau de signes du quotient :
X —00 In2 1 +00
Signe de
i - —
2-¢* 0
Signe
- - +
de x—1 0
Signe du
. - 0 + —
quotient
Donc|S=]In2;1[ |
§ )
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Fiche de calcul n°9

rfg A
1. Tableau complété :
Angle a en degrés | Angle a enradians | cosa | sina tana
0 0 1 0 0
3 1 3
30 m Vi1 V3
6 j_ j_ 3
2 2
45 il — — 1
4 2 j_
b4 1 3
60 = = — V3
3 2 2
b2 . .
90 5 0 1 impossible
2 1
120 il L -V3
: AR
3 2 2
135 Sl —— | = -1
4 \;_ 2 73
5 3 1 3
150 Sl -— | = -
6 2 2 3
180 b/ -1 0 0
7 3 1 3
210 n SVER I A
6 \3_ \3_ 3
5 2 2
225 Sl —— | = 1
; %
47 1 3
240 — -— | = V3
3 2 2
3n . .
270 > 0 -1 impossible
57 1 V3
300 — - | -= -V3
Z RERE
i 2 2
315 — — | = -1
4 \3_ 2 7
11 3 1 3
330 il = | = -
6 2 2 2
360 2m 1 0 0
2 * COS (z) + cos(s—) + cos(—) +cos (7—) =CoSs (E) —Cos (z) —Cos (—) +cos (z) =0
4 4 4 4 4
51 (T T
e sin (F) + sm(—) = sm(—) - sm(g) =0
47 47 1)2 V32 1 3 1
2—— 2—: _— -] - — = ——— = ——
s cost ()i’ (F)= (-3 - (- T ) =537
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T b3
Soit x € R, sin(;r — x) +cos(§ +x) =sinx-sinx=0donc| Vx e R,sin(w — x) +cos(§ +x) =0|

. . . (T . .
Soit x € R, sin(—x) + cos( + x) +sm(§ —x) =—SinX—COSX+CoSXx=—sinx

b4
donc| Vx € R, sin(—x) + cos(7 + x) + sin (E - x) =—sinx|

T T 3 T
Soitx(—:lR,sin(E —x) +sin(5 +x) =cosx+cosx =2cosx donc VxE[R,sin(E—x) +sin(§ +x) =2cosx |

b4 b4
Soit x e R, cos(x — ) +sin(— 0 —x) =cos(r— x) —sin (x+ 5) =—COSX—COSX=—2C0SX

b4
donc| Vx eR,cos(x—m) +sin(— 0 —x) =—-2C0SX|

4

1. cos?0 +sin®6 = 1 donc cos® 0 = 1 — sin® 0, alors cosf = +V 1 —sin?0.
3 1 2vV2 2
Orfe [z_n] donc cosO < 0, alors cosf = —\/1—5 :—T\/_.Ainsi cosf = —i .

2
2’2 3

1 T T T
SoitxeR,Zsinx=1<=>sinx=5@sinx:sing<=>x:€+2knoux=n—€+2kn,kez.

Or x € [-m; ] donc| S = {25—”} .

Or x € [0;27] donc| S = {2;7_71} .

S= [0;%] u [%T;Zn] .

3 T T T
Soitxe[R,sian:—% <:>sin2x=sin(—§) (=>2x=—§+2kﬂ0u2x=n+§+2kn,kEZ.

3 2
sin2x=—§(:>x=—%+knoux=?n+kﬂ,k€Z.

Orxe [—g,g] donc Sz{—z;—z} .

801tx€€[R{,smzx:smx<:>smx(smx—1):0<:>smx:00usmx:1<:>x:knoux: §+2kﬂ,k€ Z.

Or x€ [-m;n] donc| S = {—ﬂ;O;g;ﬂ} .

. . 27 . . (T 27 . . T
Soit x e R,sinx = cos(?) <~ sinx = sm(g — ?) < sinx = sm(— E)

27 T 7T T Ve
sinx:cos(?)<=>x:—E+2k7[oux:n+g+2kﬂ,k€Z<=>x:—g+2knoux:F+2kn,k€Z.

n 11n
Or x € [0;27] donc Sz{—;—} A

6 6
X T T in
Soit x € [0;27] alorsx——e[——;— .
4 4" 4
b/ T T T 3 T Tn 3n n
cos(x——)zO@——sx——s—ou—sx——s—@Ost—ou—sxSZn
4 4 4 2 2 4 4 4 4
3n n
Alors| § = [0;—] U [—;Zn]
4 4

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille 19 /34 2025-2026




3
e Soitx € [0;2n],2\/§cosx+3>0<=>cosx> —£.

Donc|S= [0;%[u]%;2n] .

. T T
e Soit x € [_E'E] alors 2x € [—m; 7).

2
1-v2sin2x <0< sin2x > £

. T 3n T 3n
Doncl—\/ésm2x<0<=>—<2x<74=>§<x<§.
T 31
Ainsi sz]—;—[
8 8
_
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Fiche de calcul n°10

Dérivation

1. ¢ Lafonction x — e* est dérivable sur R.
o Lafonction exp est continue sur R.
« sin’(2x) = 2cos(2x).

1
e La dérivée de la fonction In est x — —.
X

o VxeR,x*20.
e La suite (u,) est croissante.
¢ La fonction inverse est continue sur ] —oo; 0[ et sur ]0; ocol.
2. e [ estdérivable sur R.
e [ estcontinue sur R.
¢ [ estcroissante sur R.
e f(x) =0 pourtout x € [-1; +00[
e f=0sur[-1;+00l.
3. o f estdérivable sur sur ]0; +o0[ en tant que produit de fonctions dérivables sur ]0; +ool.

1
Soit x €]0;+ool, f'(x) =xx —+1xInx=1+Inx.
x

Donc‘ Vx €]0;+ool, f'(x) =1+Inx ‘

o La fonction x — 2x est dérivable sur R a valeurs dans R. De plus, la fonction exponentielle est dérivable sur R
donc par composée et somme, f est dérivable sur R.

\ VxeR, f(x)=2e**-3 \

» Lafonction x — 2x + 3 est dérivable sur R a valeurs dans R. De plus, la fonction cos est dérivable sur R donc par
composée, f est dérivable sur R.

| VxeR, f'(x) = —2sin@x+3) |

o f estdérivable sur R et‘ VxeR, f(x) =42x-5)(x* —5x)°% |

e f est dérivable sur chaque intervalle de R* en tant que quotient de fonctions dérivables sur chaque intervalle de
R* dont le dénominateur ne s’annule pas.
(e"+Dx—(e"+x)x1 e (x-1)
X2 x2
e*(x-1)
x2

Soit x e R*, f'(x) =

Donc|VxeR*, f'(x) =

¢ In est dérivable sur ]1; +oo[ a valeurs dans ]0; +oo[. Par composée, f est dérivable sur ]1; +oo].

1
Vxell; L (x)=——|.
x €]1; +ool, f(x) T
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1+x
e La fonction x — —— est dérivable sur ] — 1;1[ a valeurs dans R} . Or la fonction In est dérivable sur R} donc par

-Xx
composée, f est dérivable sur ] —1;1[.

1-x+1+x 2
X (l_x)Z (1_x)2 2 1-x 2
Soit x€] - 1; 1, f(x) = = = x = )
] LS 1+x 1+x (1-x2 1+x 1-x2
1-x 1-x

Oou:
1 -1 1-x+1+x 2

+x 1-x (+n0-x 1-x2°

Vxel-1;1[, f(x) =In(1 + x) —In(1 — x) donc Vx €] — 1;1[,f'(x) = :

Donc|Vxe€]- 11, f(x) =

1-x2|

o Lafonction x — x* —3x+4 est dérivable sur R a valeurs dans R . Or la fonction racine carrée est dérivable sur R*
donc par composée, f est dérivable sur R.

VxeR, f/(x) = ——mn 3
’ 2VxZ-3x+4 |
o f estdérivable sur]1;+ool.
2x Vxt-1+x
1+ 1
2Vx2-1__Vx2-1

Soit x €]1; +ool, f'(x) =

x+V2—1 x+V@2—-1 V-1

Donc| Vx €]1;+ool, f'(x) =

x2-1

« f est dérivable sur chaque intervalle de R*.

Soit x € R*,f’(x) = 2xsin(%) + x° x (— %) cos(%) = 2xsin(§) —cos(%).

Donc|Vxe R*,f’(x)szsin(%)—cose) .

4. o Latangente A a pour équation y = f’ (0)(x—0) + f(0).
[ estdérivable sur | — 1; +oo[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur ] — 1; +oco[ dont le dénominateur ne
s’annule pas.
2x(x+1) - (x*—2)  x*+2x+2
(x+1)2 S (x+1)2
flO)y==2et f'(0)=2 donc‘ A a pour équation y =2x—2 |

Soit x €] — 1; +ool, f'(x) =

o On étudie le signe de f(x) — (2x +2) pour tout x €] — 1; +ool.
. x*-2 (X*-2)-2x-2)(x+1) x*>-2-2x>-2x+2x+2 —x°
Soit x €] —1;+oo[, f(x) — (2x+2) = -2x-2)= = = .
x+1 x+1 x+1 x+1
2
—X
OerE]—1;+oo[,x+l>0et—x2sOdochxe]—1;+oo[,?SO.
X

Ainsi Vx €] —1;+o0l, f(x) < y. Donc| € est en dessous de A sur ] —1; +oo[ |
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Fiche de calcul n°11

1 1
1. . Vx€[R,F(x):§x3—§x2+x—ex.

1 3
. Vx€]0;+oo[,F(x)=2x—8\/}—§lnx—— '
X

1
* Soit xeR, f(x) = 5 x2(2x+ 3.

3

avec u(x) =2x+1, alors F = — x

N | =
=

1
Doncf:Eu'u

1
Ainsi| VxR, F(x) = g(2x+ D4

1 1
e Soit x€R, f(x)= -3 x (=2)e %" + 3 x 3e3%,

1 1 1 1
Donc f=--u'e" +=v'e” avec u(x) = —2x et v(x) = 3x, alors F = ——e" + =¢e".
2 3 2 3

1 1
Ainsi| VxeR,F(x) = —Ee_zx + gegx .

« Soit x € R, f(x) = sin’ xsin® x.

. 1
Donc f = u'u? avec u = sin, alors F = §u3.

1
Ainsi| Vx € R, F(x) = 3 sin® x|.

/

3x3 1 1 W, . 1 1
——.Donc f==-x——v avecu(x) =3x—-4etv (x)=—.Alors F= —In|u|-v.
X 3 u X 3

3x—-4
1
Donc F(x) = glnl?)x—4| —In|x|.

o Soith]O;g[,f(x) =

4
Orxe]O;g[doncx>0et3x—4<0.

4 1
Ainsi| Vx e ]0;g [,F(x) = 3In(4-3x) ~Inx |

(2x—4) 3 u

3
5 3
e SoitxeRR, f(x) = 2—.Doncf=— x — avec u(x) = x> —4x+5. Alors F = = In|ul.
x2—4x+5 2 u 2

3 3
Donc F(x) = zln|x2—4x+5l.OerE[R,xZ—4x+5>0donc VxeR,F(x) = zln(x2—4x+5) .

) Donc f = —4 w avec u(x) =1-x%. Alors F = -4 x 21
— =—4x — av =1-x" =—4x .
V1-x? Viu

Donc|Vxe]l-1;1[F(x)=-8V1—-x2|

e Soitxel-1;1[, f(x) =

1 1
¢ Soit x €]0; +oo[, f(x) = — xInx. Donc f = u'uavec u=In. Alors F = zuz.
X

1
Ainsi| Vx €]0; +oo[, F(x) = 5(1nx)2 i
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Lo 13 2 11 7
2. e J=| —2x+3)dx=[—x —x +3x] =>-1+3=~.Donc|I=~
0 3 0o 3 3
L | 1 1 1
. ]:f dx:[—1n|2x+1|] =—In3.
0 2x+1 2 0o 2
1
Donc|I=-In3|
2
5 1 1 1 21 1. 4n Iy 1 V3 3 V3
o ]=fi(sin2x+cos4x)dx= [——(:032x+—sin4x]3 =——cos—+—sin——(——)=——£+—.Donc I:——£
0 2 4 0 2 3 4 3 2 4 8 2 4 8
Lo s 1! 2 1\3 Irl 5 4]t
. J:f X2+ 1) dx:Ef 2x(& +1°dx = 7| 7+ 1| =0.Donc[1=0]
-1 -1 -
' (x) L2
— ulx) = -x
3. e Soitxe[l;e],onpose{ u(x) ~ lx alors 2
v(x) = Inx Vix) = -
X
u et v sont des fonctions dérivables, a dérivées continues sur [1;e].
€ 1 e €x 1 x21e 241
Alorsparintégrationparparties,]=f xlnxdxz[—lenx] —f —dxz—ez—[—] = .
1 2 1 1 2 2 4 11 4
D ; e +1
onc|J=
4
.Soitxe[—Z~Z] on pose W(x) = cosx 1 wo = sinx
272 °mP v(x) = 2x+1 Vi) = 2
. L. Ty L. . T T
u et v sont des fonctions dérivables sur [ - 5 ; E] , a dérivées continues sur [ . E ; E .
1 e €x 1 xZ1e e2+1
Alors par intégration par parties, =[—x21nx] —f —dx:—ez—[—] = .
P & parp 4 2 1 1 2 2 4 11 4
D s e +1
onc|J=
4
J= [(2x+1)sinx]§ﬂ —fZ 2sinxdx=n+1-(-w+1)(-1)—2[-cosx] 2, =2.
-2 ) z
Donc|J=2|
§ |
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| Fiche de calcul n°12 I

e N
d Suites explicites/suites récurrentes
1 12
. o |Uy=—
0775
-
2(n+1)+3 2n+5 2n+5
« Uy = 2(n+1)+3 w2142 S ont3 qonel ),y = w on+3 |
2x3n+3 6n+3 6n+3
.« Uy = SXONFI  3n+2 _ONTO . o3n42 g0 Usy = TS H3ne2|
2. e 1, =2V +3=2Qvy+3)+3=22+3)+3=13 donc‘ le troisieme terme de (v;) est v5 =13 |.
o v3=20,+3=2x13+3=29 donc| v3=29]
1, 1, 1 —
3. o Wy = > x4 =8, wy = > x8°=32etwsz = > x 32 =512 donc’ le troisieme terme de (w;,) est w3 =512 |.
:
on 2n 22}1 x nZn
4, ° Iy :ln(( 22)” ) = ln( S ) =In(n*") =2nlnn donc‘ vneN* t,=2nlnn ‘
(4}1)4” 2411 x (2}’1)4” "
o fan= ln( Sin ) = ln( Sin ) =In(@n)*") =4nIn2n) donc‘ VneN*, ty, =4nln2n) ‘
. 3n+1)+2 3n+2 @Bn+5n+1)-Bn+2)(n+2) 3n’+5n+3n+5-3n*—-6n-2n-4
5. SoitneN, Uyt —u, = - = =
n+l+1 n+1 n+2)(n+1) n+2)(n+1)
1
donc upys1—up=—"7—7—.
T T e 2)(n+ 1)
1
OrvneN,——— >0doncVneN, u,+; —u, >0.
n+2)(n+1)
Ainsi‘ la suite (u;,) est strictement croissante. ‘
\ Y,
( . 3 0 3 3 W
f! Suites arithmétiques/suites géométriques
1. e VneN,u,=1+2ndoncug=1+2x9=19.
Ainsi’ le dixieme terme de () est ug =19 |.
Up+ugy (1+1+2x99)x100 20000
o Ug+ U+ + Ugg =100 x = 2 = =10000 donc| ug + uy + - -- + ugg = 10000 |.
2 3 3 2 . 1
2. e Vip3 =Vig2 +retvige=rvi01+7r donc V103 = V101 + 2T. Or Vo1 = - et vip3 =— donc - =-+2r.Dou|r=—1|
3 4 4 3 24
e r>0 donc’ (v,,) est croissante ‘
L 1
Le terme général de (v,) est| v, = vp + ﬂn .
1 PR
3. e 0< 3 <1 donc‘ (w;,) est décroissante ‘
« 1\n-1 1,9
oVneN,wn:SX(—) donc w10=3><(—) .
2 2
1180
1—(2) 1,80 1,80
o Wi+ wy+--+ wgy=3x 1 :6x(§) donc w1+wz+-~-+w80:6x(z) X
. 2 J
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f! Suites arithmético-géométriques
La médiathéque d’'une petite ville a ouvert ses portes le 2 janvier 2023 et a enregistré 2500 inscriptions en 2023.

nouveaux adhérents. On modélise cette situation par une suite numérique (a,).

pendant 'année 2023 + n.

1. (@ a;=0,8xay+400=0,8x2500+400 =2400. Donc| a; =2400 |.
ap, =0,8x a; +400=0,8 x 2400+ 400 =2320. Donc| a, = 2320 |.
(b) [ ¥neN,an1 =0,8a,+400],
2. (@) SoitneN,v,41 =au+1 —2000=0,8a, +400—-2000=0,8a, — 1600 =0,8(a,, —2000) = 0,8v,,.
Donc‘ (vy) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme vy = 500.

(b) YreN,v, =500x0,8".
OrvneN, v, =a,—2000doncVneN,a, = v, +2000.
Ainsi| Yn €N, a, =500 x 0,8" +2000 |

(c) 0<0,8<1donc lim 0,8"=0.
n—+oo

Ainsi| lim a;, =2000 |
n—+oo

(d) ‘ Au fil des années le nombre d’adhérents décroit et va venir se stabiliser vers 2000 |.

Elle estime que, chaque année, 80% des anciens inscrits renouvelleront leur inscription ’année suivante et qu'’il y aura 400

On note gy = 2500 le nombre d’inscrits a la médiathéque en 2023 et a, représente le nombre d’inscrits a la médiatheque
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| Fiche de calcul n°13 I
Raisonnement par récurrence

PTSI lycée Ozanam-Site Icam Lille

e A
d Pour s’entrainer :
1. Pour tout n €N, on pose Py, : "u, =4+ 8 x 3"". Montrons que pour tout n € N, P, est vraie.
@Initialisation up=12et4+8x 3°=4+8=12donc up=4+8x 39,
Ainsi Py est vraie.
@Hérédité : Soit 2 € N, on suppose que P, est vraie, c’est-a-dire que u, =4 +8 x 3",
Montrons que Py est vraie, c’est-a-dire que u;+1 =4+ 8 x 3L
D’apres ’hypothese de récurrence, u, =4+8 x 3",
Or up+1 =3u,—8donc uy,; =3(4+8x3")—8=12+3x8x3"—8=4+8x 3"
Donc P;,;; est vraie.
@Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.
Ainsi,‘ vneN,u,=4+8x3"|
2 h ! ! Donc| u !
® Uy = = = —_—. 2= —= |
fi2+1 V1241 V2 V2
1 1 1 1
U
Us = 2 = va zﬁz—.Donc Ug=——»,
Vs +1 3+1 3 V3 v3
1
o |IIsemble que pourtoutn=1,u, = — |
vn
* n 1 n * :
e Pour tout neN", on pose P, :"u, = 7 . Montrons que pour tout n € N*, P, est vraie.
n
@Initialisation' up=1let ! 1donc u !
: 1= —_— = 1= —=.
V1 v
Ainsi P; est vraie.
1
@Hérédité : Soit n € N*, on suppose que P, est vraie, c’est-a-dire que u, = ?
n
S 1
Montrons que P, est vraie, c’est-a-dire que u,4+1 = \/m
1
D’apres I'hypothese de récurrence, u, = —.
vn
1
u vn 1 1
Or U1 = —=— donc uy,1 = vn__ = .
Vud+1 Ly ynymd v+l
Donc P, estvraie.
@Conclusion : La propriété est initialisée au rang 1 et héréditaire donc elle est vraie pour tout 7 € N*.
Ainsi,| Yn e N* !
insi,| Vn JUp=—=|.
n \/ﬁ
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_nn+1),

2 '. Montrons que pour tout n € N*, P, est vraie.

3. Pour tout n€N*, onpose P,:"14+2+---+n

1 1x2
@Inltlahsatlon: > =1.

Ainsi P; est vraie.

nn+1
@Hérédité:SoitneN*,onsuppose que P, est vraie, c’est-é-direque1+2+~-+n=%.
., N (n+1)(n+2)
Montrons que Pj,+1 estvrale,cest-a-dlreque1+2+---+n+(n+1)=f.
N N ) nn+1)
D’apres I'hypothese de récurrence, 1 +2+---+n+(n+1) = T +((n+1).
nn+1 nn+1)+2(n+1 n+1)(n+2 n+1)(n+2
Or%+(n+1): ( )2 ( )=( )2( )donc1+2+-~+n+(n+1)=¥.

Alors P, est vraie.

*

@Conclusion : La propriété est initialisée au rang 1 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N™.

_ nn+1)

Ainsi| VrneN*1+2+--+n 5

4. Pour tout n € N, on pose Py, :"10" — 1 est un multiple de 9". Montrons que pour tout n € N, P, est vraie.
@Initialisation :10°-1=1-1=0et 0 est un multiple de 9.
Ainsi Py est vraie.
@Hérédité : Soit 7 € N, on suppose que P, est vraie, ¢’est-a-dire que 10" — 1 est un multiple de 9.
Montrons que P, est vraie, c’est-a-dire que 10" — 1 est un multiple de 9.
D’apres ’hypothese de récurrence, Ik € N/10" — 1 = 9k.
Donc 10" —1=10x10"-1=10x (9k+1)—1=9x 10k +9=9(10k +1).
Posons k' = 10k + 1. Donc 3k’ e N/10™*! —1 =9k, Ainsi 10" — 1 est un multiple de 9.
Donc P;,+1 est vraie.

@Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.

Ainsi,’ pour tout entier naturel 72,10” — 1 est un multiple de 9. |.

5. Soit x €]0; +oo[. Pour tout 7 € N, on pose P, : "(1+ x)" =1+ nx". Montrons que pour tout n € N, P, est vraie.

@Initialisation c(1+x0°%=1letl+0xx=1donc(1+x)°=1+0xx.

Ainsi Py est vraie.

@Hérédité : Soit 7 € N, on suppose que P;, est vraie, c’est-a-dire que (1+x)"” =1+ nx.

Montrons que P, est vraie, c’est-a-dire que (1+x)"*! =1+ (n+1)x.
A+ =1+0"x 1 +2x). D’apres ’hypothese de récurrence, (1+x)" =1+ nx donc (1 + 0" =1 +n00+x).
Or(A+nx)(1+x)=1+x+nx+nx’=1+n+Dx+nx’>etl+(n+1)x+nx*>=1+n+1)x (car nx*>=0)
donc(1+x)" ' =1+m+1x.

Ainsi P,,; est vraie.

@Conclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc elle est vraie pour tout n € N.

Ainsi,‘ VrneN,(1+x)"=1+nx|
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Limites

| Fiche de calcul n°14 I

e N
55 Limites de suites
2 2 1 1 2 2
1. SoitneN*,n®—2n*+2= n3(1——+—).0r lim —= lim — =0donc lim (1——+—) =1
n nd n—+oop n—+oo p3 n—+oo n nd
Deplus, lim 7%= +oo. Ainsi par produit,| lim (n°-2n?+2) =400 |.
n—+oo n—+oo
2n®+n+2 ”2(2"'%"'%) n(2+%+%)
2. Soit n e N¥, N = = T
—n n(:-1) w1
. 1 2 . 1
Or lim (2+—+—2)=2et lim (——1):—1,
n—+oo n n n—+oo\p
. . 2n2+n+2
Deplus, lim n=+ocodonc| lim ———— =-o0|
n—+oo n—+oo 1-n
4 . 4\n i - . 4\n
3. ‘—‘ <1ldonc lim (—) =0et lim —3n=—oo.Ainsi par somme,| lim (—3n+ (—) ) =—00|
5 n—+oo\5 n—-+oo n—-+o0 5
2 . 2\n . 1 . X 1 (2\n
4. ‘—| <1ldonc lim (—) =0.Deplus, lim — =0donc par produit,| lim (—(—) ) =0|
3 n—+oo\3 n—-+oo \/ﬁ n—+oo \/ﬁ 3
\ J
( 0 0 . W
ﬁ Limites de fonctions
1. Soit neN.
ex
e lim — =+o00
x—+oo xN
e lim x"e*=0
X——00
. X . Inx . . Inx
e SineN" alors lim — =0etsin=0alors lim — = +oo.
x—+oo x" x—+oo xM
e SineN* alors ling)x”lnx =0etsi n=0alors linéx"lnx = —oo0.
X— X—
2. e lim 3e*=0et lim (—x+2)=+oodonc par somme,| lim (3e*—x+2)=+oo|
X——00 X——00 X——00
e lim Inx=-cod ot lim 3Inx = —oco.
x—0% x—0%
. 2 . 2 . 5 2
Deplus, lim x“=0et lim —— = —oco donc par somme, | lim (x -— +31nx) =—00|
x—0* x—0* X x—0* X
R . . N . 2 2
Ainsi | I'axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe de la fonction x — x“ — — +3Inx |
X
. . _ . . —3x+4
e lim -3x+4=10et lim 2+ x=0" donc par quotient,| lim =-
x—=2 x—=2 x—=2 24X
x<-2 x<-2 x<-2
- T . . N . -3x+4
Ainsi| la droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe de la fonction x — "
X
. 1 . X , . _1
e lim —— =-00.0r lim e" =0donc par composée,| lim e * =0 |
x—0t X X—-00 x—0*
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2 3.7
, x2-3x+7 x(l—‘+?) 1-3+ 5
e Soit x €] —o0; 2], 12 = " =—
—-x xz(? _ ) -1
1 . 1 . 3 7 . 4
Or lim —= lim — =0donc lim (1——+—):1et lim —-1=-1.
X—-cox X—-00 x2 X——00 x  x? x—-00 x2
| x*-3x+7
Ainsi| lim ————=-1
x—-co 4—x2
i : : . x*-3x+7
Alors| la droite d’équation y = —1 est asymptote horizontale a la courbe de la fonction x — =2 ool
-X
. _ - ) . X2=3x+7
e lim(x“—-3x+7)=5etlim(4—-x") =0" donc par quotient, | lim ————— = +o0
x—2 x—2 x—2 4—x2
x<2 x<2 x<2
. i i . . i xX2-3x+7
Alors| la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a la courbe de la fonction x — a2
-X
, -2 ef(l-%) 1-%
e SoitxeR, = = T
eX+1l  e(1+5) 1+
. x . 2 . 1 . .er=2
Or lim e*=+oodonc lim (1 - —) =let lim (1 + —) =1 alors par quotient,| lim =1
X—+00 X—+00 er X—+00 eX x—+oo eX + 1
o . s . e -2
Donc | la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe de la fonction x — — !
e
. x a2 s 2 11
e Soit x€]—o00;0[,2¢ " —-3x"+x+1=x ( 5 -3+ —+ —2)
x-e* x X
Or lim x%e*=0" par croissance comparée donc li 5 = Too.
X——00 x—-—o0 x=eX
2 1 1
Alors lim ( 55 —3+—+ —) = +00. Donc par produit,| lim (2e™*—3x*>+x+1) =400 |.
x—=oo \ x2 g% x x? x—-00
. 5 5 2 Inx . Inx . 3
e Soitx€]—o00;0[,x“+2x—4lnx=x (1 +— —4—2). Or lim — = 0 par croissance comparée
X X X—+00 X
. 2 Inx L. . . 2
donc lim (1 +— —4—2) = 1. Ainsi par produit,| lim (x“+2x—-4Inx) =+oo |
X—+00 X X X—+00
3x-2 3-= x-2
e lim ( )z lim — =3 donc par composée,| lim ln( )zlnS .
x—+oo\ x+1 x—+00 ] + % X—+00 x+1
x—
Alors| la droite d’équation y = In3 est asymptote horizontale a la courbe de la fonction x — ln( ) en +oo
\ J
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| Fiche de calcul n°15 I

Géométrie dans le plan : produit scalaire et applications

e R A
55 Exercice 1
Montrons que EFGH est un parallélogramme qui posséde un angle droit, ce qui caractérise un rectangle.
* On remarque que les points E, F,G et H sont distincts.
— (-8 —(-8 - —
* EF( 1 ) et HG( 1 ) donc EF = HG. Par conséquent EFGH est un parallélogramme.
— (2 —_— —
* FG(IG) donc EF-FG=(-8)x2+1x16=0.
Ainsi‘ EFGH est un rectangle. ‘
. J
e R A
d Exercice 2
1. Pasde difficultés.
2. (a) Ontrace le cercle de diametre [AB]. La droite (d) coupe ce cercle en deux points.
‘ Il semble donc, d’apres la figure, qu'’il y ait deux points solutions au probléme ‘
(b) i SiMe(d)alors|y=2x]
ii. En utilisant le fait que y = 2x, on obtient| MA 6-x et MB 3x
: quey=2% 1-2x 3-2x
iii. MA-MB=(6-x)(-x—3)+(1-2x)(3-2x) = x* —3x—18+4x? —8x+3=5x>—11x— 15.
Donc| MA-MB=5x*-11x-15 ‘
iv. (M A) perpendiculaire a (M B) donc m FB =0.
On résout donc 5x%> —11x—15 = 0.
11+ v421 11-+v421
Ontrouve X} = ———etxp = ———.
10 10
11+ +v421 11++v421
Ainsi, si M € (d), on trouve deux points solutions au probleme : M, 10 ; 5 et
11-v421 11-+v421
M2 ’ .
10 5
Il reste a vérifier que M, € (d), My € (d), AMy-BM; =0et AM»-BM, =0.
Vérifier que M € (d) et M> € (d) estimmédiat en utilisant I'équation de (d).
Le calcul des deux produits scalaires est laissé au lecteur.
Ainsi, il existe deux points appartenant a la droite (d) tels que (AM) et (BM) sont perpendiculaires :
. 11++v421 11+ v421 11-+v421 11-+v421
ce sont les points M) ; et M, ; .
10 5 10 5
\ J
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ngxercice?,
1. Soit M(x, y) un point du plan.

Me€ = x*+y*—2x-4y+3=0= (x-1)° -1+ (y-2)°-4+3=0= (x- 1>+ (y-2)* =2.

Donc | A(1;2) est le centre de € et R = v/2 est le rayon de € |.

2. 22432 -2x2-4x3+3=4+9-4-12+3=0donc|[Be€ ]|

3. 2+3-5=0donc B € (d).

1
A_é est perpendiculaire a (d). Ainsi | (d) est tangente a € au point B ‘

De plus, un vecteur directeur de (d) est le vecteur # (

)etTB-ii: 2-1)x(-1)+(3-2)x1=-1+1=0doncle vecteur

J

-
f! Exercice 4
1. Six=2alors y=0etsix=5alors y=1.

On trace donc la droite passant par les points de coordonnées A’ (2,0) et B'(5, 1).

3

. (-1
2. | Un vecteur normal a la droite (d) est le vecteur 71 ( ) .

3. Notons (d') la droite perpendiculaire  (d) et passant par A.
Alors 7, vecteur normal a (d), est un vecteur directeur de (d").
Une équation cartésienne de (d') est donc de la forme —3x — y + ¢ = 0 avec ¢ un réel.

Une équation cartésienne de (d’) est donc -3x—y—-4=0|.

-3x-y—-4=0

4. H appartient aux droites (d) et (d) donc ses coordonnées sont solutions du systeme : { 3v+220
—-Xx+3y+2=

Apres résolution du systéme, on trouve que‘ H apour coordonnées (—1;-1) ‘

5. La distance entre le point A et la droite (d) est la distance AH.
Or AH=V(-1+3)2+ (-1-5)2 = v40 = 2V/10.
Donc | la distance entre le point A et la droite (d) est égale a 2v10 |,

Or A(-3,5) € (d) donc ses coordonnées vérifient I'équation de (d'). D’ot1 —3 x (=3) =5+ ¢ = 0. Donc ¢ = —4.
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| Fiche de calcul n°16 I
Géométrie dans I'espace

-
55 Exercice 1

-2
1. Le vecteur AM a pour coordonnées | 0 | et]’on constate que AM = —2ii.
-6

m et i étant colinéaires, | le point M appartient a la droite (d) ‘

1
2. Onremarque que BMa pour coordonnées | —3 | et donc BM= —% .
-11

Les vecteurs W et U sont colinéaires, donc‘ M appartient a la droite dh

3. il #0 et pour tout A € R, U # Aii. Les vecteurs directeurs ii et 7 ne sont donc pas colinéaires et les droites ont le point

commun M. \ Elles sont donc sécantes en M \
\ J

-
ﬁ Exercice 2

XM = XB+ Xgp XM =2XB— XA

1. (a) B estlemilieude [AM] donc AB = BM. Dot YM=YB+Yi; Ct{YM=2yB—Ya

Apres calculs, | M(-6,13,17) |.

(b) On cherche «a et 8 tels que AM =aii+ BY.

ZM:ZB"'ZA_B! ZM =22 — 2z

-8
Le vecteur AM a pour coordonnées | 14 |.
20
-8=2a-p0
On résout alors le systéme { 14 = ¢ +4p
20=0xa+4p

Les solutions sont @ = —2 et § = 4. Ainsi AM est combinaison linéaire de i et U/, donc .

2. (a) Supposons que C € 2. Alors il existe des réels «, S tels que AC = aii+pBv. Or AC = (10,-7,—8) implique 58 = -8,
donc 8= —g ;puisa+4f =-7donne a = —%, etalors2a—f8 = % # 10, contradiction. Donc .

(b) Comme M e 2 et C ¢ £, la droite (MC) coupe &2 en M :‘ (MC) est sécante au plan &2 ‘
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f! Exercice 3

(71 _ (4
1. (@ AB| 1 |etAC|7].
-3 1

AB -AC = -4+7-3= 0, donc les vecteurs AB et AC sont orthogonaux et ainsile triangle‘ ABC estrectangleen A |

1 5
b) ﬁ(—l)etﬁ(ﬁ),d’ou BA-BC =5-6+12=11, BA=|BA|=+v11, BC=|BC|=V77|
3 4

_ __ BA-BC 11 —
(c) L'angle ABC vérifie : cos ABC = donc| ABC =~ 68° |

IBAIIBC| VIIV77
2

2. (a) Levecteurﬁ(—l) estorthogonalaﬁetﬁcar 7i-AB =-2-1+3=0et7i-AC =8-7-1=0.
-1

7 est donc un vecteur normal a (ABC) ‘

x=1+2¢
(b) |La droite 2 orthogonale a (ABC) et passant par E a pour représentation paramétrique: { y=2—¢ (teR).

z=4-1
(c) 1l suffit de vérifier les points suivants :
— la droite (E H) est orthogonale au plan (ABC),
— le point H est bien dans le plan (ABC).
3
3

—

La droite (E H) est orthogonale au plan (ABC) : en effet, les coordonnées de ﬁf sont _g etdonc EH = % n.

2
7i étant un vecteur normal au plan (ABC), le vecteur EHlest également.
-2

— 3

Le point H est bien dans le plan (ABC) : les coordonnées de AH sont _g et AH.n =0.

2
Le vecteur AH est donc parallele au plan (ABC) et donc le point H appartient a ce plan.

. . 15 s .
Ainsi, | le point H(4; 5; 5) est le projeté orthogonal du point E sur le plan (ABC) |.
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