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—‘@’-OBJECTIFS :

AL 3-1: Connaitre parfaitement la signification des symboles
ensemblistes et maitriser leur utilisation.

AL 3-2 : Décrire en compréhension un ensemble.

AL 3-3: Savoir montrer |’égalité de deux ensembles.

AL 3-4 : Connaitre la définition du produit cartésien et maitriser son
utilisation.

AL 4-1, AL 4-2 : Déterminer 'image directe, 'image réciproque d’'une
partie d'un ensemble par une application.

AL4-1,AL4-2, AL 4-3: Montrer qu'une application est injective, surjective,
bijective, ou non.

AL 4-4 : Déterminer 'application réciproque d'une application bijective. )

Ensembles I

EXERCICE 1

Décrire en compréhension les ensembles suivants :
1. By ={1;3;5;---}
2. B =1{1;10;100;1000;--}

3. E3 est!’ensemble des valeurs prises par une fonction f définie sur [0; +oo|

avaleurs dans R.

4. Soit y € R. E4 est’ensemble des antécédents de y par une fonction f
définie sur R* a valeurs dans R.

EXERCICE 2

Soit!’ensemble E = {a, b, c, d}.
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses?

e aeE e pCcE

e bcE (6} E
[ C

° {C}CE

« ¢cE o peP(E)

EXERCICE 3

Soit x un élément d’'un ensemble E non vide.
Expliciter '’ensemble 22 (22 ({x})).

EXERCICE 4

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble E.
Les questions sont indépendantes.

1. A-t-on (Cc AUuB)— (CcAouCcB)?

2. Montrer que (AN B = AU B) = A c B. Laréciproque est-elle vraie?

Justifier.
3. (a) Montrer que (AUuB)NCc Au(BnC().
(b) Lassertion suivante est-elle vraie?

AcC= (AuB)NnC=Au(BNC)

4. Montrer que AU B = AuC< AUB=AUC.

EXERCICE 5

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble E.
Simplifier I'écriture des ensembles suivants :

1. AU(ANB)
2. AN(AUB)

3. AUBUCN(ANB)
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EXERCICE 6

Les trois questions sont indépendantes.

1. Soit A={(t+1;4t+3),t€R} et B={(x,y) e R?/4x—y = 1}.
Montrer que A= B.

2. Soit A={(2t,t* +1),teR} et B={(x,y) eR*/x < y}.
Montrer que A c B. A-t-on 'égalité?

3. Soit D = {(x, y) € R*/x*+y* < 1}. Montrer que D ne peut pas s’écrire comme
le produit cartésien de deux parties de R.

EXERCICE 7

Soit E et F deux ensembles.
A; et Ay sont des parties de E; B; et By sont des parties de F.

1. Montrer que (A; x B1) N (A2 x By) = (A1 N Ap) x (B; N By).
2. A-t-on (A; x By) U (A2 x B2) = (A1 U Ap) x (B1UB))?
3. Montrer que (A; x B1) U (A2 x By) = (A1 U Ap) x By.

EXERCICE 9
Soit E et F deux ensembles et f € & (E, F).
1. Soit (4,B) € (2 ().
(a) Montrer que Ac B= f(A) c f(B). Laréciproque est-elle vraie?
(b) Montrer que f(AUB) = f(A)U f(B).
(c) Montrer que f(ANB) c f(A) N f(B).
Montrer qu’il y a égalité si f est injective sur E.
2. Soit (C, D) € (2(F))°.
(a) Montrer que Cc D= f~1(C) c f~}(D). La réciproque est-elle vraie?
(b) Montrer que f~}(CuD) = f1(C)u fHD).
(c) Montrer que f~}(CnD) = f1(C)n fHD).

EXERCICE 10

Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives?
Justifier. Dans le cas ot elle est bijective, déterminer son application réciproque.

1. f: N — N
Applications I no— n+l
2. f: 72 — Z
EXERCICE 8 no— n+l
Les questions sont indépendantes. 8. f+ 2z — Z
1. Soit f I'application définie de R dans R par Vx € R, f(x) = x2+2x-3. no— 2n+3
Déterminer f(R), f([—4;01), f(1—2;+ool), f 1 (=5}, f ' ® et f71([0;+00l). | 4 [: RZ — R?
2. On considere I'application f définie sur R par Vx € R, f(x) = sin(mx). xy) — x+yx-y)
(a) Déterminer I'image directe de ]0;1] par f. 5 f: R? — R X
(b) Déterminer 'image réciproque de {0} puis de [0;1] par f. @y — &y +D
3. Soit f I'application définie de R? dans R par V(x,y) € R?, f(x,y)=2x-3y. 6. f+ R — R
Déterminer f(A) avec A = {(x, y) € R?/x = y} et £~ ({0}). X el
4. Soit f I'application définie de R* dans lui-méme par V(x, y) € R?, 7. R — R
flx, 1) =(x-y2x+y). (x,y) — (@x+3y,x-y)
(a) Soit A ={(x,y) € R*/x = y}. Déterminer f(A) et f~1(A).
(b) Soit A’ = {(x,y) e R*/x+ 2y = 1}. Déterminer f(A') et f~1(A").
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EXERCICE 11

Soit f I'application de N dans Z définie par
n
— si n estpair

fm)= n2+1 ) ) s
_T sl n estimpailr

Montrer que f est bijective de N dans Z et déterminer son application
réciproque f!.

EXERCICE 12

Soit f I'application définie de R dans R* par Vx € R, f(x) = (2x,2x+ 1) et g
I'application définie de R? dans R parV(x,y) € R?, glx,y)=2x+y.

1. f et g sont-elles injectives? surjectives ? bijectives?

2. Donner, si elle existe, 'expression g o f puis de f o g. Sont-elles bijectives?
Si oui, donner I'expression de leur application réciproque.

EXERCICE 13
Soit E, F et G trois ensembles non vides. Soit f une application définie de E
dans F et g une application de F dans G.
1. (a) Montrer que si go f estinjective sur E alors f est injective sur E.
(b) Montrer que si go f est injective sur E et que f est surjective de E sur
F, alors g est injective sur F.
2. (a) Montrer que si go f est surjective de E sur G alors g est surjective de F
sur G.
(b) Montrer que si go f est surjective de E sur G et que g est injective sur
F, alors f est surjective de E sur F.

3. Montrer que si go f est bijective de E sur G alors f est injective sur E et g
est surjective de F sur G.
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