1 X
TD 5 : Fonctions usuelles (partie 1) et trigonométrie 14. lim (1 + —)
l—l e A
X 1 ln(1+%) 1n(1+%)
lim (1 + l) = lim e*™(*3) = [im ex(Hx)X % =lim e(x+1)X 1+
x—0 X x—0 x—0 x—0 )
x>0 x>0 1x>0 x>0
In(1+ - InX
Orlimx+1=1etlim ( lx) = lim —— =0 donc par produit et
x—0 =0 14+ = X—+oo X
x>0 x>0 . X
EXERCICE 2 (x+1)xlngl_*lf) x
& i +x = "ot i —_ =
3. Soit f une fonction définie sur R et a € R. composee, }CI_IT(I) ¢ e. Dou }Cl_r% (1 * x) er
On suppose que Vx €R, f(a+ x) = — f(x). Montrer que [ est 2a—périodique. x>0 x>0
Soit x € R. Alors x + 2a € R. V2= x-1
Deplus, f(x+2a) = f(a+(x+a)=—-f(x+a)=—-(-f(x) = f(x). 15. )lcl_IH Inx
Donc ’ f est2a—périodique ‘ _ V2= x-1 | V2-—eX-1
En posant X =1nx, on obient : llrr% 1 = Xm}) .
x— nx —
i V2—eX—-1 i V2—eX—v2-¢0 —-el (carla foncti
im = lim = car la fonction
EXERCICE 3 o X o X-0 o
Calculer les limites suivantes, si elles existent : x+— V2 — e* est dérivable en 0).
ex
4. lim ——— ~e’ 1 V2-x-1 1
x—+oo ch(x)+ x Or ———=--donc|lim——=——|
s e ] W0 2 0T [F Inx 2
lim ——— = lim ———— = lim ———=2
x—+oo ch(x)+x x—+ooeX+e N x—+00 1+ e 2% x
_ X - _
2 2 - e E
) X . oy XERCICE 6
car lim —=0et lim e =0. ef—1
*—tooe - X—too Soit f la fonction définie sur R par Vx € R, f(x) = — 1
. e e
Donc| lim ———= 1. Etudier la parité de f.
x—+oo ch(x) + x ]
Soit x € R. Alors —x € R. . . ; ;
1-ch(x) e*—-1 e *1l-e') 1-e e*—-1
11. lim ——— De plus, f(—x) = = = =- =—f(x).
xlg(l) hx ’ " p f=2) e *+1 e *(1+e¥) 1+e* e*+1 ft0
1-ch(x ch(x)—ch(0 . : -
lin}) 1-ch) = lin% _LO() = ch'(0) car la fonction ch est dérivable A1n51’ [ estimpaire ‘
* o * o 1—ch®) 2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en
en 0. Or ch'(0) = sh(0) =0 donc|lim ————= =0 donner une interprétation graphique.
= : lim f(x)= lim M = lim 1-e” =1lcar lim e *=0
X—+00 T x=Hoo ef(l+e™) T x=oo l1+e* - X—+00 e
Donc| lim f(x)=1|
X—+00
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De plus, f est impaire donc xl_lgl flx)=-1|

Ainsi ‘ les droites d’équation y = —1 et y = 1 sont asymptotes horizontales ‘

’ ala courbe représentative de f en —oco et +oo ‘

6. Sans calculer f~1, justifier que f~! est dérivable sur J puis calculer (f71)'.

f est dérivable sur R et f ne sannule pas sur R donc

la réciproque f ~1 est dérivable sur] —1;1[|.

2 2

1
S t _1;1 ) by = - B .
oit y €] L)Y 'Yy 1= N2 1-y?

3. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation.
f est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur R et b v L1 (1Y () =
dont le dénominateur ne s’annule pas. onc|Vyel-LI1L(f7) ()= 1-y2
Soit xeR, f'(x) = efle+D-(e"—1e”  _ 2e” . . ) } R
) = e 1 1) RIRIEh . D\eterm,merl expression de f .
VxeR, f'(x)>0 donc’ f est strictement croissante sur R | 1ére méthode :_1 . 2 1 1
Le tableau de variations de f est le suivant : Vyel=LILG ()= 1-y2 1-y 1T y
1 l+y
X —00 +00 Donc3CeR/Vye]l-1,1[, f (y):—ln(l—y)+ln(1+y)+C:ln(1—)+C.
1 Or f(0) = 0 donc f1(0) = 0. De plus, f71(0) = 0 & C = 0 donc
Variations / ; ( o y)
d Vyel-L1Lf () =In|—| |
ef , 1—y
2éme méthode:
4. Montrer que f est bijective de R dans un ensemble J a préciser. Soit (x,y) e Rx] - 1;1[.
f est continue et strictement croissante sur R donc d’apres le théoreme de _ e’ -1 _
L ... f=y = ——=vy
la bijection, | f est bijective de R dans f(R) =] — 1;1[ ‘ er+1 .
—e -1=yle +1)
5. Soit x € R. On pose u(x) = e* —1 et v(x) = e* + 1. Exprimer e”* puis 1 en e (l-y=y+1
fonction de u(x) et v(x). PR 1+y
En déduire une expression de f’ en fonction de f. C1-y
1+y 1+y
» V(X)) +ulx) v(x) —u(x) @x:ln(—)carye]—l;l[doncl—y;éOet—>0
- 2 etl= 2 1- Yy 1- y
x 2 2 -1 l1+y
] , 2e (vx)—ux)(vx)+ulx) vx)—ulx) Donc|\Vyel-L1[Lf () = ln(—) .
Soit x € R, f'(x) = = = = 1-
0 (e*+1)2 2v(x)? 2v(x)?
1 ux)2y 1 2
“[1-{==]]=za- .
5 (v(x)) J=50-e?
1
Donc| VxR, f'(x) = 2 (1= (F))) |
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EXERCICE 8

1. Montrer que sh réalise une bijection de R dans un intervalle I a préciser.

La fonction sh, définie par Vx € R, sh(x) =

X —X

, est continue et stric-

tement croissante sur R (montré en classe!) donc elle réalise une bijection
de R dans sh(R).

Or ngl sh(x) =—ooet xl—1>IP sh(x) = +oo donc

sh réalise une bijection de R dans R.

On note Ar gsh son application réciproque.

2. Le but de cette question est de déterminer la dérivabilité de la fonction
Ar gsh sans déterminer son expression.

(a)

(b)

Montrer que Vy € I,ch(Argshy) =\/1+ y2.
Rappel: Vx e R, ch?(x) — sh®(x) = 1.

Soit y € R, ch®(Argshy) — sh*(Argshy) = 1.
Alors ch®(Argshy) = 1+ sh*(Argshy) =1+ y°.

Or 1+ y*>0donc ch(Argshy) = +1/1+ y2.
De plus, la fonction ch est strictement positive sur R donc

ch(Argshy) > 0.
Ainsi|Vy eR,ch(Argshy) =\/1+ y?|.

Justifier que Argsh est dérivable sur un intervalle J a préciser et

déterminer I'expression de sa fonction dérivée.

La fonction sh est dérivable sur R et sa dérivée, ch, ne s’annule pas sur

R donc Argsh est dérivable sur R.
1 1

1
sh'(Argshy) ch(Argshy) 1+y)2

Ainsi|Vy eR, Argsh'(y) =

Soit ye R, Argsh'(y) =

croissante sur R, donc /1+ y2 > |yl|. De plus, |y| = y donc

V1+y?2>y.Douy—4/1+y%<0.

On a également |y| = —y donc/1+ y>>—-y. Dot y+1/1+y?>>0.

Ainsi|VyeR,y—1/1+y?><0ety+1/1+y?>>0.

(b) Déterminer I'expression de Argsh.
Soit (x, y) € R%.

—X
shix)=y <

) =y
—et-e =2y
=M -2y —1=0
= (" -y)?-y*-1=0
= (e -yP=1+)*

—=e'-y=1\/1+y?> ou e —y=—\/1+)?
e =y+1/1+y?> ou e*=y—\/1+y?
Ory—4/1+y?<0ety+4/1+y%>0donc

sh(x)=y<=e‘=y+ 1+y2<:x:1n(y+\/1+y2).

Ainsi|Vye R,Argshy:ln(y+ \/ 1+y2) .

X

EXERCICE 10
sin x

On note tan, la fonction tangente x — .
COSX

1. Justifier que la fonction tan est définie sur 2 = R\ {g + km, ke Z}.

9 ={xeR/cosx #0} donc@:R\{g+kn,k€Z}.

1+ y? .
3. (a) Montrerque Vyel,y—\/1+y><0ety+/1+y*>>0.
Soit y € R, 1+ y* > y* et la fonction racine carrée est strictement
PTSI 3/[@ 2025-2026



2. Etudier la parité et la périodicité de la fonction tan et en déduire qu'on

peut I’étudier sur [0; g [

Soit x € 2.

o Parité:

XeED <=>x;ég+kn

<=>—x;é—z—kn,k€Z
<~ —x#-——+n-n-knke”Z
— -2 (k+Omkez
(:)—x;é§+klﬂ,k'€Z

— —-x€9D
DoncVxe9,—-xe€9D.

De plus, cos est paire et sin est impaire donc

sin(—x) -—sinx
= =—tanx.

tan(—x) = =
cos(—x) CcOS X

Ainsi | la fonction tangente est impaire |.

o Périodicité:
/4
XED <—x#£—+kn
2 b8
< x+n#—+n+km kezZ
—x+n#—+k+1n,keZ -

<=>x+n;é§+k'n,k’€Z

< X+nTED
DoncVxe9,x+n €.

(a)

(b)

La fonction tangente est 71— périodique donc on peut I'étudier sur un
intervalle d’amplitude 7 (et centré en 0 pour utiliser ensuite la

.y T
parité) : par exemple sur ] - E; 2 [
De plus, la fonction tangente est impaire donc on peut I'étudier sur
b/
I'intervalle [O; 2 [

.. . . . /]
Ainsi| on peut étudier la fonction tangente sur [0; > [

b/
Justifier que la fonction tan est dérivable sur [O; 3 [ et calculer sa
dérivée.

7
La fonction tangente est dérivable sur [O;E[ en tant que quotient

de fonctions dérivables sur cet intervalle et dont le dénominateur ne
s’annule pas.
cos? x +sin® x 1

Soit x € [0; g [, tan’(x) =

Remarque:

é On a aussi tan’(x) =

cos2 x cos2x’

cos? x +sin? x sin® x
=1+

5 = 3 =1+tan®x.
COS“ X COS* X

Etudier son sens de variation.
T b3
Vxe [0; 2 [,coszx >0doncVxe [0; 3 [,tan’(x) > 0.
. . . b4
Alors la fonction tangente est strictement croissante sur [0; > [

De plus, elle est impaire donc elle est strictement croissante sur

]—g;o].

o . . . T
sin(x+m) —sinx Ainsi la fonction tangente est strictement croissante sur ] -— = [
De plus, tan(x + ) = = =tanx 22
cos(x+m) —cosx
Ainsi | la fonction tangente est 7— périodique |.
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() Cal%uler les limites de la fonction tan aux bornes de l'intervalle
T
] ~33 [ et en donner une interprétation graphique.

lim sinx =1 et lim cosx =0" donc

.z .z
X3 X3

x<

(S E

De plus, la fonction tangente est impaire donc

lim tanx = +o00 |.

x—Z

[SIE TN

x<

lim tanx = —oo|

x—Z
_z
x>-1

Ainsi

) .. ) T b5
les droites d’équations x = 2 etx= -3 sont asymptotes

’ verticales a la courbe représentative de la fonction tangente ‘

4. Tracer la courbe représentative de la fonction tan.

| [

o a

%]

0,

57T

1. (@

(b)

(©)

EXERCICE 12
Soit f la fonction définie sur Ret Vx € R, f(x) = 2cos(x) — cos(2x) et € sa
courbe représentative dans un repere orthogonal (O; f, f)

Montrer que [ est 2r—périodique.
Quelle conséquence graphique peut-on en tirer?

Soit x € R, alors x + 2w € R.
De plus f(x+2m) =2cos(x +2m) —cos[2(x +2m)] =2cosx—
cos(2x+4m) =2cosx—cos2x = f(x).

Donc ’ la fonction f est 2z-périodique et la courbe est invariante par

‘ translation de vecteur 277 ‘

Etudier la parité de f.
Quelle conséquence graphique peut-on en tirer?

Soit x € R, alors —x € R.
De plus, f(—x) = 2cos(—x) —cos[2(—x)] =2cosx —cos(—2x) =2c0os X —
cos2x = f(x).

Donc‘ la fonction f est paire et la courbe € est symétrique par rapport

\ al’axe des ordonnées \

Sur quel intervalle peut-on restreindre I'étude de f?

La fonction f est 2n-périodique, on peut donc I’étudier sur un
intervalle de longueur 27, par exemple : [-7; 7].

La fonction f est paire, donc on peut I'étudier sur I'intervalle [0; 7].

Ainsi‘ on peut étudier la fonction f surl'intervalle [0; 7] |

Calculer la dérivée de la fonction f et montrer que

Vx€eR, f'(x) =2sinx(2cosx —1).

[ estdérivable sur R comme différence et composées de fonctions dé-
rivables sur R.

Soit x € R, f'(x) =-2sinx—(—2sin2x) = —-2sinx +2sin2x = —-2sinx +
4cosxsinx=2sinx(2cosx—1).

VxeR, f'(x) =2sinx(2cosx—1) |

Donc
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3.

(b) Etudier le sens de variation de la fonction f sur [0;7] et dresser son

tableau de variation sur une période.

Vx € [0;7],sinx =0 donc f'(x) est du signe de 2cosx — 1.

1 T
2003x—120<:>cosx2§<:>05xs§.

' .. 2 P 4
Alors f* est positive sur [0; §] et négative sur [g;n].

. /4 , ) T
Donc f est croissante sur [0; §] et décroissante sur [5;7[].

x T z 0 z T

3 3

3 3

Variations 2 2
de f ) / \ ] / \_3

Tracer la courbe € sur une période.

EXERCICE 13

Soit f la fonction définie par f(x) =

COS X
sinx —cosx

représentative dans un repere orthogonal (O; i, f)

et € sa courbe

2. (a) Montrer que f est périodique de période 7 puis que A(

centre de symétrie de 6.
Soit)gre@. =
x;éZ+kn,k€Z < x+an#—+kn+mn,keZ

—x+n#—+(k+1)n,ke”Z

<:>x+n;éz+k’n,k’ez

Ainsi|x+m7 €D |

Flc+m) = cos(x + ) —COS X

= f(x).

sin(x+m) —cos(x+7m) —sinx+cosx
Donc’ f est périodique de période r |.

3 3
Soithe[RtelqueIﬂ+h€@etf—h€@.

3 3
—n+h;éz+kn,kez @h#z——nﬂcn,kez
4 4 4 4
T
<:h;é—5+kn,k€Z
<=>h;é—n+g+kn,kez
<:>h;ég+k'n,k’€Z
3 3
Iﬂ—h;«é%+kn,kez @—h#z——”+kn,kez

3r 1
—;——) est
4 2

1. Déterminer I'’ensemble de définition de f. — —h# _r +km kez
On appelle 2 I'ensemble de définition de f. Soit x € R. x 2
. . T <~— h#——-kn,keZ
XEYD <——sinx—cosx#Z0<sinx #cosx < x #Z —[n].
4 <=>h;é§+k’n,k’€z
Donc @:R\{z+kn,kez}. e
4 Donc heR\{—+kﬂ,k€Z}.
2
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(b)

3.

37 ~ cos(%” - h)
5 -1) " in (2 1) —cos (2 1)
~ cos (%) Cosh+sin(%” sinh
- sin (37”) cos h —cos (%T”) sinh — cos (%T”) cos h —sin (STH) sinh
_ ‘/_cosh+ ‘/_smh
- ‘/—zcosh+ ‘/_smh+ ‘/—cosh—‘/?—smh
—cosh+sinh
~ 2cosh
De plus, . .
)= {22 ) - SISt

Doncf(?%r+h)+f(3zﬂ—h):—1:2x(—%).

37 1
Ainsi A(I; —5) est centre de symétrie de € |.

En déduire que I'on peut restreindre I'intervalle d’étude de f a

T Sn
I'intervalle I = ] 4,

f est m— périodique donc on peut étudier f sur un intervalle de

longueur 7.

De plus, A est centre de symétrie de % donc on prend un intervalle
3 b4

centré en T : par exemple sur ] Z — [ etl'étude sur I = ]— —

suffit.

/4
(@) Etudier les variations de f sur I et calculer sa limite en 1

La fonction f est dérivable sur I en tant que quotient de fonctions
dérivables sur I et dont le dénominateur ne s’annule pas.

Soit x € I.

flx) =

—sin x(sin x — cos x) — cos x(cos x + sin x)

gsin X —Cos x)?
—cos? x—sin® x

(sinx —lcos x)?2

(sinx — cos x)?
Vxel, f'(x) <0donc ‘ f est strictement décroissante sur [ ‘

Calculons hm f(x). Pour cela, écrivons autrement f (x) pour tout x € I.

x—7
x>7
Soitxe I.
o) = cos X
\/f(@ sinx — @cosx)
Cos X

ﬁ(sinxcos% - sin% cosx)
CoS X

) \/Esin(x—%)

Or lim cosx =

x—7

w_m

7
De plus, lim (x— Z) 0" et lim sinX =0" donc

x—'z X—-0*
x>—

T +
par composée, lim sin (x - —) =0".
x—»z 4

x>

&R

Ainsi par quotient, hm flx) =
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Remarque:

. ) 2 . V4 . N
g La droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe 6.

(b) Dresser son tableau de variation sur une période.

A est centre de symétrie de € et f est strictement décroissante sur /

. . T o7
donc f est strictement décroissante sur ] Z; T [

On obtient donc le tableau de variations de f :

T 3n 5m
X — - -
4 4 4
T
Variations| T — 1
de f 2 T 0

(c) Déterminer une équation de la tangente a € en A.
3 1 371)

15)- -3

1
= ——donc
4 2 2

la tangente a € en A a pour équation y = )

l(x_?)_ﬂ
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