TD 6 : Calculs algébriques et primitives

( 1
—@’-OB]ECTIFS :

AL 12-1 : Savoir manipuler les symboles Z et H

AL 12-2 et AL 12-3 : Calculer des sommes et des produits en utilisant les
sommes de référence et/ou en effectuant des changements d’indice.

AL 12-4 et AL 12-5: Calculer des sommes doubles rectangulaires ou
triangulaires.

AL 12-6 : Manipuler les coefficients binomiaux, calculer des sommes les
faisant intervenir.

AL 12-7 : Savoir utiliser la formule du binéme de Newton pour des
nombres.

AL 12-8 : Savoir utiliser la formule du binbme de Newton pour des
matrices.

AN 13-1 et AN 13-2: Calculer une primitive ou une intégrale d'une fonction
usuelle, d'une fonction rationnelle.

AN 13-3 et AN 13-4 : Calculer une primitive ou une intégrale par intégration
par parties ou par changement de variable

AN 13-5: Etablir une relation de récurrence vérifiée par une suite.

AN 13-6 : Linéariser une fonction trigonométrique pour en déduire une
primitive.

AN 13-7: Calculer une primitive ou une intégrale d'une fonction a valeurs
réelles en utilisant des fonctions a valeurs complexes.

Calculs algébriques I

Soit 7 € N*. Calculer les sommes suivantes :

EXERCICE 1

n
1. Sn — Z 32k+1
k=0

n
2. Sp=Y 2kgnk
k=0

n
3. Sp=) Bk+e*+2)
k=1
n+l1 2k

4. Sp=)_

k=1

32k—1
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5. 8Sp=) (3! -3k+4)
k=0
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6. Sp= (-DFk.
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Sp=) 5.
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EXERCICE 2
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- J 1. Soit n € N. En exprimant de deux manieres différentes
n n
Sp=Y [(k+1)°®-k’], calculer T, = ) k*.
k=0 k=0
2. Application : Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :
n
Tpo=) Bk+1)R2k-DetU,=n+2(n-1)+3(n-2)+---+(n-12+n.
k=1
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EXERCICE 3
Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes ;

1. Sp= ) i

1<i,j<n
2. Sp= ) (i+]))
l<i<j<n
3. Sp= Y. (i+j)?
1<i,j<n
4. S,= Yy 1j-il
l<i<j<n
i
5.8,= Y —
lsisjsn]+1
6. Sp= ). ]
l<i<j=n
7. Sn: Z ma-X(i)j)
1<i,j=n
EXERCICE 4
m" (2n+1
Soit n €N, on pose S;, = Z .
k=0 k

n n
1. Montrer que Vk € [0; n], =
k n-k

une autre expression de S;,.

2. En déduire que 2S, = 22! et conclure.

EXERCICE 5
Soit n = 2. Calculer les produits suivants :

). En posant p = 2n+1-k, déterminer

EXERCICE 6
1. Soit k € N\{0; 1}. Factoriser les nombres k> —1 et k3 + 1.

2. En déduire, sans utiliser de récurrence, que :

nk3-1 2m*+n+l)
YrneN\{0;1}, ] =

s k3+1 7 3n(n+1)
no k-1
3. En déduire que la suite ( H 3 est convergente et déterminer
i=2 & + 1) nennio)
sa limite.
EXERCICE 7
1 2 3
1. On considere la matrice A=|0 1 2
0 01

Calculer A", pour tout n € N.

— =

01 1 1 1
2. On consideére les matrices A=|1 0 1|letB=|1 1{.

1 10 1 1
N. En déduire A"

Calculer B? puis BF, pour tout k € pour tout n € N.

2 -1 2
3. On considere la matrice A=|0 2 3|. Calculer A" pour tout n € N.
0 0 2
4 2 2 0 0 O
4. On considéere les matrices A= 0 0 O |etB=|3 4 3
-4 -2 =2 -3 -4 -3

On pose C =B - A.
Calculer A" et B”, pour tout n € N. En déduire C", pour tout 7 € N.

n 1 nok—1
1. P, =[][(1-~ 3. P, =[] o—
" kl:[Z( Ic) k1
n 1 n
2, Pn:kljz(l—ﬁ) 4, Pn:/ﬂl(Gk_s)
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Primitives

EXERCICE 8
Calculer les intégrales et primitives suivantes :

1
t
1.] dr
0 V1412

7T .
) f cos()esm ¢
0

/4
. f tan()dr
0

X
2
) F:x-—»f te’” dt, pour tout x € R.

\S)

w

=~

o

*1
F:x»—»f ;ln(t) d¢, pour tout x € ]0; +ool.

o

R |
F:x-—»f —— dt, pour tout x € ]1; +o0l.
tIn(t)

EXERCICE 9

Calculer les intégrales et primitives suivantes en utilisant un changement de
variable :

b4
1. F: fo —dt pour tout x € [O [,enposantu:sint.
cost 2

2.I:f dx,enposant t =1+ /x.
1 1+vx P

w

X
. F:x— f cos(In ¢) dt, pour tout x €]0; +oo[, en posant u =In .

e

s /2
= f In(1 + tanx)dx, en posant t = e x.
0

o

T xsinx
I=| ————dx enposantt=7m-x.
o l+cos“x

o

Soita € [1;+o0[, I, = dz, en posantx:;

f“ Arctan(t) 1
t

2 In(t
7.I:f n(?)
L1412

1
2

EXERCICE 10

Calculer une primitive de chacune des fonctions f suivantes :

X 2
1. fix——— 6. f:x-—»zx +7
x+1 x2+9
2 f 3x+1
SRR e x+2
x—-2 7. fix—> ——
1 x2-3x-4
3. frx——
xe—1 2x—1
4. f:x _z 8 X et
R x2-5x+6 . .
2 x+3
5. fix— 9. f:x—
! 4x2+49 f 2x2+1

EXERCICE 11
Calculer les intégrales et primitives suivantes :

1.

2.

X
F:fo e_‘/;dt, pour tout x €]0; +ool.

X1
F:fo dt¢, pour tout x €]0; +o0|.
1+t P

X

1
. F:x— | ———dt, pourtout x€R.

ch(r)

1
. I:f tArctan(z) dt

1
A
4

f(l tan® x)dx.
0

X
F:fo In(1 + %) dt, pour tout x € R.

fx t2+3t+1
F:x—
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8. szzxzcoszxdx.
0
1
9. I:f (x?-3)e*dx
0
X1 /1
10. F:x-—»f ,—dtpourtoutxe]o;—].
sin ¢ 2

X
11. F:x-—»f cos’(t) dt pour tout x € R.

EXERCICE 12

3
2 2
On considere les intégrales suivantes : [ = f sin®xdxet J = f cos® xdx.
0 0
Le but de I'exercice est de calculer les valeurs de I et de J.
1. 1ere méthode:

(a) Calculer I+ ].

(b) Al'aide d'un changement de variable, montrer que I = J et en déduire
leur valeur commune.

2. 2eme méthode:
Calculer I et J directement en utilisant une formule trigonométrique.

EXERCICE 13
e
1. Pour tout n € N, on pose u, :f (Inx)"dx.
1
Etablir une relation de récurrence vérifiée par la suite (u5) nen.

T
2. Pour tout n €N, on pose v, = f x" cosxdx.
0

Etablir une relation de récurrence vérifiée par la suite (v;) nen-

EXERCICE 14

.4

3
Soit (1) nen 1a suite définie par Vne N, u, = f cos” tdt.
0

1. Soit n € N. Exprimer u,; en fonction de u,,.

2. En déduire uy, et uz,+1 en fonction de n pour tout n € N.

EXERCICE 15

1
Pour tout (m, n) € N?, on considere l'intégrale I,,, ,, = f "1 -n"dt.
0

1. Exprimer I,,41,,—1 en fonction de I,,,, pour tout (m, n) € N2,

2. En déduire une expression explicite de I,,, , pour tout (m, n) € N?,
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