‘ TD 4 : Nombres réels, nombres complexes I

EXERCICE 3
2 b2

2, ). 2z e n : " 2 a +
Démontrer I'inégalité "classique" : V(a, b) € R, |ab| < 5

. 2 2_ 2 2 2 a* + b
Soit (a,b) e R, (a—b)° =a“—-2ab+ b* et (a—b)” =0donc ab < .

2_ 2 2 2 a* + b

On a également (a+ b)° = a“+2ab+ b” et (a+ b)° =0donc —ab < >

.. at+b? < ab< a* + b?

ou — a .

)
2+b2

Ainsi| |ab| < pour tous réels a et b.
EXERCICE 4

Les questions sont indépendantes.

1. Montrer que V(x, y) € IREZ, [x] + Lyl < [x+y].

Soit (x,y) € IRZ, [x] + [y] < x+y.Donc | x|+ |yl est un entier relatif inférieur

ouégalax+y.

|x + y] est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x + y donc

L] + Ly < Lx+ 1|
2. Montrerque VxeR,VaeZ, |x+a] = [x] +«a.
Soit x e Retsoita € Z.
lx] <=x<|x]+1donc|x]+a<x+a<(lx]+a)+]1.
|x] + a est un entier relatif donc‘ lx+a] =|x]+a ‘

EXERCICE 7
. * 1)2 2 2
1. Justifier que Vn e N ,(n+§) <n“+n+l<(n+1)-.
, i 1\, 1
SoitneN”, |n+—-| =n“+n+-.
2 4

2
<n®+n+l1.

1 1
Z<1doncn2+n+z<n2+n+1.Alors(n+z

De plus, (n+ 1)?>=n’+2n+1etneN*, donc2n > netdonc

n2+2n+1>n2+n+1.0nendéduitque m+1?>n’+n+1.
2

Donc|VneN*, <n’+n+l<mn+1)72?|

n+-
2

2. Montrer que LZ n?+n+ lJ est un nombre impair pour tout 7 € N*.
. * 1 2 2 2 .
SoitneN™,0< |n+ > <n“+n+1<(n+1)° donc par croissante sur de la

) . . 1
fonction racine carrée sur [0; +oo[, n + 5 <vVnl+n+l<n+l.

Alors2n+1<2vVn?2+n+1<2n+2etdonc LZ n2+n+1J =2n+1.

Ainsi [2 n?+n+ lJ est un nombre impair pour tout 7 € N*.

EXERCICE 10
et — 0
5. Montrer que V0 € R\{n + 2kn, k€ Z}, —— = itanE.

' eif+1
Soit@ e R\{m +2kmn, k € Z}.
0

el? _1 elz (eig—e_ig) 2isin(g) 0
, =— — = = itan(—)
ef+1 e’g(e’g+e_’g) 2cos(g)

-1 . 0

Ainsi| VO e R\{m + 2kn, k€ Z}, —— =itan—|.
et +1 2
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EXERCICE 11

1. Montrer que V(a, b) € R?, cos(a+ b) = cosacos b —sinasin b et
sin(a+ b) = sinacosb+ cosasinb.
Soit (a, b) € R?.
ei(a+b) — eiaeib
= (cosa+isina)(cosb+isinb)
= (cosacosb—sinasinb) + i(cosasin b+ sinacos b)

Donc|cos(a+ b) =Re (ei(‘”b)) =cosacosb-sinasinb|et

=cosasinb+sinacosb |

sin(a+ b) =Im (e”“””)

2. Montrer que V(a, b, t) € IR23,3(A,</>) € Ry xR/acost+ bsint = Acos(t - ¢).
Soit (a, b, t) € R>.
Analyse : On suppose qu’il existe A >0 et ¢ € R tels que
acost+bsint = Acos(t—¢).
Puisque cos(t — ¢) = cos tcos ¢ + sin ¢ sin ¢. alors par identification,
a=Acosg et b= Asing.
Synthése : Posons A =V a? + b2.
Cas1:Sia=b=0,alors A=0,etacost+bsint=0= Acos(t—¢), quel que
soit ¢. Le résultat est donc valable.

Cas 2 : Si (a,b) # (0,0), alors A > 0. On peut donc définir ¢ € R tel que :

a . b
cosp = " et sing = "

On a alors Acos(t—¢) = Acostcos@+ Asintsing = acost+ bsint.

Ainsi, |V (a, b, t) €R3,EI(A,(,[>) eR; xR/acost+ bsint = Acos(t—¢) |.

EXERCICE 14
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z non

nul, associe le point M’ d’affixe z’ tel que 2’ = —=.
z
1. Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
. 1 _
SoitzeC*, f(2)=ze= =z zz2=-1 = |z|* = -1.
z

Or |z|? est un réel positif donc I'équation f(z) = z n’a pas de solution.

Donc ’ I’ensemble des points invariants par f est]’ensemble vide |.

—_ < —
2. Montrer que Vz € C*,z/ + 1 = —— puis que
z

VzeCH |z +1|=|Z| = |z-1]|=1.

. ,—— 1 1 z—1
SoitzeC',zZ/+1=—=+1=——+1=
V4 < V4
Soitze C*.
12 +1|=1Z| =z +1]=|7]
z—1 1
— = —:‘
Ve Ve
|z—1|_ 1
¥4 |Z|
|z—1|_ 1
|z] |z|

—|z-1|=1

— z
Donc|VzeC* z/ +1= etVzeC |z +1|=17|=z-1|=1

¥4

3. Soit M un point d’affixe z non nul et M’ d’affixe z’ son image par f.

(a) Etablir une relation entre OM et OM'.
o1 o 1] 1 1 1

z = —=donc OM :Izlz‘—:‘

z z

1zl 1zl oM

1
Donc|OM' = — |
OM
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4.

(b) Déterminer une mesure de I'angle (O—J\;[, OM’) et en donner une

interprétation géométrique.
!/

(OM,0M’) = arg(zz)[Zﬂ] — (OM,OM") = arg ! Ji27)

zz
—_— 1
— (OM,0M") Earg(—@)[Zﬂ]

B —

— (OM,OM’) = n[27]

Donc |les points O, M et M’ sont alignés avec O € [MM'] |

Soit A le point d’affixe 1 et 6 le cercle de centre A et de rayon 1.
Construire I'image M’ par f d’'un point M quelconque, distinct de O,
appartenanta é.

M # O
M e €\{0} <=>{ AM = 1
@{ z € C*
lz—1] = 1
= |z +1|=|Z]
<~ BM'=0M' avec B le point daffixe -1.

Donc M’ appartient a la médiatrice du segment [BO].
Les points O, M et M’ sont alignés avec M’ € [MO).

Ainsi| M'est le point d’intersection de la médiatrice du segment [BO]

erde 10

Faire une figure en placant M ou vous voulez!

EXERCICE 16

(b) Déterminer l'affixe du point C, image du point B par la rotation R .
zZc = —izg—2=—i(1+4i)—-2=2-1.
Donc|le point B a pour image C(2 — i) par la rotation R |.

1—
2. Onpose w = EAB' Soit D I'image du point C par la translation ¢ de vecteur

w. Déterminer I'affixe du point D.

1
t a pour écriture complexe z' = z + z5; c'est-a-dire 2’ = z + 5(1 +4i—(-1+

i))—z+1+3i
= Sl

3. . 3, 1, .. . 1.
AlorszD:zc+1+§l:2—l+1+§z:3+51.A1n31 Dapourafﬁxe3+§z.

1 4

C1s . P 2 .
. On considere la transformation T d’écriture complexe z’ = §Z +—+ 1.

3 3
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation

T.

) 2
T a une écriture complexe de la forme z' = az+ b avec a = 3

2
Donc a € R\{1}, alors T est une homothétie de rapport 3
1 4 1 4 1

2
Soitz€C,z =z —z+—+—i=ze= —+—i=-z<z=1+4i=z=
Z8 3 3 3 3 3 3

Donc B est 'unique point invariant de T'.

2
Ainsi| T est 'homothétie de rapport 3 et de centre B |.

. On note E I'image du point C par la transformation 7.

Montrer que les points A, D et E sont alignés.

On considere A(-1+ i) et B(1 +41i). (AD, AE) = arg(z - ) [27] = arg e lir1 7 27] =
s D~ ZA +5i+1—-1i
1. Soit R la rotation de centre A et d’angle —3 8_1; 2 (4- li) 2 )
373 _ 3 2 _ —
(a) Déterminer I’écriture complexe de R. arg(4 1 ) (2] = arg( 4_1; ) (2] = arg(g) [27] = 0[27].
. 2
. 4 e 1 —iZ _ » 5.
S(.)lt Z,E ¢ R ap our. ecrltur.e Corpplexe Z=e 2(z=za)+2y Cest-a Donc ’ les points A, D et E sont alignés ‘
direz =—i(z+1-i)—-1+i=—iz—2.
Donc| R a pour écriture complexe z' = —iz—2|.
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