TD 8 : Calculs dans C et suites numériques

G@’-OB]ECTIFS :

o AL 17-1: Déterminer les racines carrées d'un nombre complexe.

e AL 17-2:Résoudre des équations a coefficients complexes.

o AL 17-3: Déterminer les racines n—iemes d'un nombre complexe.

e AL 17-4 : Savoir résoudre des équations faisant intervenir I’exponentielle
complexe.

e AN 17-5: Déterminer le terme général d'une suite usuelle.
¢ AN 17-6: Etudier des suites et en extraire leurs principales propriétés.

e AN 17-7, AN 17-8 et AN 17-9 : Savoir étudier la convergence d'une suite
définie de maniere explicite, implicite ou par récurrence.

e AN 17-10: Etudier des suites en utilisant des suites extraites.

e AN 17-11 : Montrer que des suites sont adjacentes.

e AN 17-12: Etudier la convergence d'une suite a valeurs complexes.

Calculs dans C I

EXERCICE 1
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

7y =12i Z3=3e'5 Zs=—V5+iV15 | 7= —9¢F
Zz=i Zy=4V2+4V2i | Zg=-15+8i

2i
EXERCICE 2

Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue complexe z :
1. 2%+ (5-14i)z—2(12+5i) =0
2. 22~ (1-5i)z-10+5i =0

3. z2—2cosfz+1=00u0€cR

4. (2% -4z+5%+(z+1)*=0

5. 28 +(4-2i)z2"-8i=0

6. 22—2°+2-1=0

7. 22+(1+i)z*+(4—1)z+12-6i = 0 sachant que I'équation admet une solution
réelle.

EXERCICE 3

Les questions sont indépendantes.
1. Déterminer les racines cubiques complexes de Z; = —4v2(1 + ).

2. Déterminer les racines quatriemes complexes de Z, = —16i et
Z3=-—T7+241.

3. Simplifier \3/ 2V/2 puis résoudre dans C I'équation z° + 2 +2i = 0.

EXERCICE 4
T T
1. Soitae] ——;—[.
2 2
, . ) l+itana
(a) Déterminer la forme exponentielle de ——.
l-itana
X 1+iz i0
(b) Montrer que Vz € C\{—i}, VO e R\{r + 2km, k € Z}, =e

1-iz
Z=tan—.

(c) Déduire des questions précédentes la résolution dans C de I'équation

1+iz\3 1l+itana .
(Eg) : ( - ) = - , d’'inconnue «a.
1-iz l-itana
). . 1+iz\3 1+ .
2. Montrer que I'équation (1 - ) = T3 a pour ensemble de solutions
—-iz -1

S=1{-1;2-V3;2+ V3.

18
3. Déduire la valeur exacte de tan 1z
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EXERCICE 5

On considere I'application exp de C dans C définie par

VzeC,exp(z) = eRe(d) piIm(2),

Pour tout z € C, le nombre complexe exp(z) est également noté e® et est
appelé exponentielle de z.

1. Soit z € C. Déterminer le module et un argument de e~.
2. Montrer que V(z,z') € C? e = e? — z—7 €2inZou2inZ = {2ikm, keZ).

3. Résoudre dans C les équations suivantes :

¢ 6=3-3iV3
e jef=1+i
Généralités sur les suites numériques. I
EXERCICE 6
Les questions 1 a4 sont indépendantes.
Uy—2
1. On considere la suite (u,) définie par up = -3etVneN, u,; = "3 .

Déterminer son terme général, son sens de variation et sa limite

n
éventuelle. Calculer Z Up.
k=0
2. Déterminer le terme général et le sens de variation de la suite suivante :
L . Ug = —1, u = 0
u,) définie par .

(un) p { VneN, Uy =4u,y —4uy,

3. On considere la suite (u,,) définie par

Ug = O,u; =1
VneN,u,2=10uy —21u, +12n  (R)

(a) Déterminer la suite (v,) définie par Vn e N,v, = an+ B, (a, B) € R?,
telle que (v,) vérifie la relation (R).

(b) Soit (w,) la suite définie par VneN, w, = u, — vy,.
Montrer que (w,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 et
déterminer son terme général.

(c) En déduire le terme général de la suite (u;,).

4. On considere la suite (1) ,en définie par up =1 et par:

2n+1
2n+2

VneN u, = Up

(a) Calculer u; et u,.
2n)!

(b) Montrer que VneN, u, = W

EXERCICE 7

Etudier la monotonie et la convergence des suites (u,) suivantes :

Up=>5
1. .
{ VneN,ups1 =v2u,+1

1
2. VneNu, =———
n+2

u():l

3. VneN 1
n , U =—
n+1 un+2

u0:1
2
Up+ Uy .
2

VneN, u,.

2

1
uy=—
075

2 .
Up+ U
VneN, uy = ——=

2

u0:3
5. Up+u> .
VneN,uy = ——2
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EXERCICE 8

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f,, définie sur
X
R} par VxeR}, f(x) =lnx+——1.
n
Montrer que ’équation f;(x) = 0 admet une unique solution dans

I'intervalle [1; e]. On notera cette solution «;,.
Pour la suite, on considére n e N*.

2. Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O; i, f).
On note (I') la courbe représentative de la fonction In.

(a) Déterminer une équation de la droite A, passant par le point A(0;1)
et le point B, (n;0).

(b) Faire une figure représentant la courbe (I') et les droites A;, A, et As.

(c) Montrer que a, est I’abscisse du point d’intersection de (I') et de A,,.

(d) Préciser la valeur de a; puis faire une conjecture sur le sens de
variation de la suite (a,,).

3. (a) Exprimer In(a;) en fonction de n et de a,.
(b) Exprimer f,+1(a,) en fonction de n et de a, et vérifier que

fn+1(ap) <O0.
(c) En déduire une relation entre f,+1(a,) et f,+1(a,+1) puis le sens de
variation de la suite (a,).

EXERCICE 9

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier a I'aide
d’'une démonstration ou d'un contre-exemple (suite définie de maniere
explicite).

1. Une suite croissante a partir d'un certain rang est minorée.

2. Une suite convergente est nécessairement monotone a partir d'un certain
rang.

3. Une suite divergeant vers +oo est nécessairement croissante a partir d'un
certain rang.

4. Si (v,) est croissante et si Vn € N, u, = v, alors (1) est croissante.

5. Si (Juy,l) converge, alors (u,) converge aussi.

6. Si (Juyl) converge vers 0, alors (u,) converge aussi vers 0.

EXERCICE 10
Les questions sont indépendantes.

1. Montrer que si la suite (x,) converge alors la suite (x,;, — x,) converge vers
n

0. En déduire que la suite de terme général Vne N*, S, = Z — est
k=1
divergente.
2. Soit une suite réelle (x,). On suppose que les suites (x2,), (X2,,+1) €t (X37)
convergent. Montrer que la suite (x,) converge.

EXERCICE 11
Ug = 1

Un

On considere la suite (u,,) définie par{ VneN,u,4+; =

5-u?
1. Montrer que Vn € N,0 < u, <2 puis étudier la convergence de la suite (u,).

2. (a) Pour tout n € N, on pose v, = ui Calculer vy et expliciter la relation
de récurrence vérifiée par la suite (v,,).
1
(b) Pour tout n € N, on pose w, = —. Justifier que la suite (w,,) est bien
v

n
définie et montrer que VneN, wy,+1 =5w, — 1.

Déterminer le terme général de la suite (wy,).

(c) Déduire des questions précédentes le terme général de la suite (u,) et
conclure sur la convergence de la suite (uy,).
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EXERCICE 12 3. Soit (uy) et (v,) deux suites réelles telles que lirp (u"f1 + Uy v, + vi) =0.
b4 n—+oo

a1 : : : . zin
En considérant la suite de terme général z, = u,— jv, ou j = e 3 , montrer

que les suites (u,) et (v,) convergent vers 0.

Pour tout n € N, on pose I, = f
0o cos(x)

1. Justifier que I, existe pour tout n € N.

(\fz)"+ n
n+1 n+1

(b) Montrer que VneN, I, —1,=0.
(c) En déduire que la suite (1) admet une limite.

2. (a) Montrerque VneN, I;» = n-

(d) Montrer que cette limite est égale a +oo.

EXERCICE 13

-1 4 =2
Onpose A=|-1 3 -1].
1 -2 2

1. Montrer que A® est combinaison linéaire de I5 et de A.

2. En déduire qu'il existe deux suites de nombres réels (ay) et (by) telles que
VkeN, AF = ar Iz + bi A.

3. Déterminer une expression explicite de ay, by puis de AF pour tout k € N.

EXERCICE 14

Les questions 1 a 3 sont indépendantes.
1
1. Soit (x,) et (y,) deux suites réelles telles que Vn € N, x,41 = E(xn — yn) et

1
Yn+1 = E(xn + ¥n).

Etudier la convergence de la suite complexe (z,) ou VrneN, z, = x, + iy,
puis celle des suites (x,) et (y,).

2. Etudier la convergence de la suite (z,) définie par zj € C et

i
VneN,z,1 = EZ” +1.
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