(c) Déduire des questions précédentes la résolution dans C de I'équation
TD 8 1+iz\3 1l+itana .
(Eq): ( ) = , d’inconnue a.

l-itana

1-iz
Soit 2 '’ensemble de définition de E, et z€ C.

Z2ED<—1-iz=0<=1-iz#£0<= iz#l <<=z #—I.
Donc & = C\{-i}.

EXERCICE 4 . . (1+iz\3 1+itana 1+iz)\3 2id s
SmtzeC\{—z},( - ) = - ( - ) = e“'® d’apres la
1. Soitae _nr . 1-iz l-itana 1-iz
- 90 2ol question 1)a.
l1+itana Les solutions de (Ey) sont donc les nombres complexes z tels que
(a) Déterminer la forme exponentielle de ——. 1+iz ] ) by
. l-itana T est une racine cubique de e~'*.
. - sina . . ia —12
l+itana _ 1+l—cgsa _cosatisina _ e L pria l+iz ;2a+21n
l—itana 1-;802  cosa—isinag e i® Donc (E,) < =e'" 3 ,le€]0;2].
cosa 1-iz
i 2a+2Iln
Donc ltitana = g2l | Soit [ € [0;2]. On pose 6; = —s
l-itana
l+iz . Vérifions que 0; € R\{x + 2k, k € Z} pour utiliser la question 1) b.
(b) Montrer que VzeC\{—i}, VO e R\ +2km, k€ 7}, —— = ¢! = T b2 -n+2ln m+2ln
1-iz ——<a<—-—donc ————<0;< .
2 2 3 3
Z=tan—. 7T T
. 2 . o ——<fp<—doncVkeZ0y#m+2km.
Soitze C\{—i}letO eR\{m+2km, ke Z}. 3 3
: b4
1+1Z:ei0 <:>1+iz:ei9(1—iz) . §<61<7[d0nCVk€Z,61757[+2k7'[.
1-iz
. i0 i0 51
= iz(e' ;1):el -1 . n<62<?dochk€Z,02;éﬂ+2kn.
ey e Fl Donc V1 € [0;2],6, € R\{x + 2k, k € Z}.
0 ;8 _;0 . . b4
eif _ 1 812(612 —e ’2) 218111(%) 0 Donc d’aprés la question 1)b, (E,) <= z =tan 1 [0;2].
Or — =7 =N = —itan( )
e’ +1 e’i(eli +e"§) 2COS(Q) .. a a+m a+2m
2 D’ou S:{tan—;tan ;tan }
1+iz g 0 3 3 3
Donc —=¢ @z:tan(—).
1-iz
. 1+iz i0
Donc|Vze C\{-i}, VO e R\{m +2km, k € Z}, . =e @z:tang .
-iz
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. . 1+iz\3 1+1i
2. Montrer quelequatlon(1 - ) . a pour ensemble de solutions
—-iz -1
S={-1;2-V3;2+ V3L
(1+iZ)3 1+1 (1+iZ)3 .
. = ;. =1
1-iz 1-1 1-iz
—1+3iz-32°-iz° =i(1-3iz—- 32% +zz)
<=>1—z—3(1—z)z—3(1—l)z +(l—l)Z =0
— (1-0)1-3z-2°+2%=0
—1-3z-722+2z2=0
— (z+1)(Z*-4z+1) =
—z+1=0 ou z’—-4z+1=0
—z=-1 ou z=2-v3 ou z=2+V3
Donc S:{—I;Z—\/§;2+\/§}.
. 7T
3. Déduire la valeur exacte de tan 1z
1+iz\3 1+
( - ) = ,@(Ez)donc
1-iz 1-1
51 3
-1;2-v3;2+ 3}:{tan— tan — tan—}
{ \/_ \/_ 12 12 4
3
OrtanI:—ldonctanE—Z V3ou2++v3.
T mwT bm 7
De plus, ) < o < - < > et la fonction tangente est strictement
. T T 51
croissante sur]—— —[donc tan — <tan—.
2 2 12 12
7T
Or2-+v3<2++v3donc tanﬁzz—\/g.
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