(c) Déduire des questions précédentes la résolution dans C de I'équation
TD 8 1+iz\3 1l+itana .
(Eq): ( ) = , d’inconnue a.

l-itana

1-iz
Soit 2 '’ensemble de définition de E, et z€ C.

Z2ED<—1-iz=0<=1-iz#£0<= iz#l <<=z #—I.
Donc & = C\{-i}.

EXERCICE 4 . . (1+iz\3 1+itana 1+iz)\3 2id s
SmtzeC\{—z},( - ) = - ( - ) = e“'® d’apres la
1. Soitae _nr . 1-iz l-itana 1-iz
- 90 2ol question 1)a.
l1+itana Les solutions de (Ey) sont donc les nombres complexes z tels que
(a) Déterminer la forme exponentielle de ——. 1+iz ] ) by
. l-itana T est une racine cubique de e~'*.
. - sina . . ia —12
l+itana _ 1+l—cgsa _cosatisina _ e L pria l+iz ;2a+21n
l—itana 1-;802  cosa—isinag e i® Donc (E,) < =e'" 3 ,le€]0;2].
cosa 1-iz
i 2a+2Iln
Donc ltitana = g2l | Soit [ € [0;2]. On pose 6; = —s
l-itana
l+iz . Vérifions que 0; € R\{x + 2k, k € Z} pour utiliser la question 1) b.
(b) Montrer que VzeC\{—i}, VO e R\ +2km, k€ 7}, —— = ¢! = T b2 -n+2ln m+2ln
1-iz ——<a<—-—donc ————<0;< .
2 2 3 3
Z=tan—. 7T T
. 2 . o ——<fp<—doncVkeZ0y#m+2km.
Soitze C\{—i}letO eR\{m+2km, ke Z}. 3 3
: b4
1+1Z:ei0 <:>1+iz:ei9(1—iz) . §<61<7[d0nCVk€Z,61757[+2k7'[.
1-iz
. i0 i0 51
= iz(e' ;1):el -1 . n<62<?dochk€Z,02;éﬂ+2kn.
ey e Fl Donc V1 € [0;2],6, € R\{x + 2k, k € Z}.
0 ;8 _;0 . . b4
eif _ 1 812(612 —e ’2) 218111(%) 0 Donc d’aprés la question 1)b, (E,) <= z =tan 1 [0;2].
Or — =7 =N = —itan( )
e’ +1 e’i(eli +e"§) 2COS(Q) .. a a+m a+2m
2 D’ou S:{tan—;tan ;tan }
1+iz g 0 3 3 3
Donc —=¢ @z:tan(—).
1-iz
. 1+iz i0
Donc|Vze C\{-i}, VO e R\{m +2km, k € Z}, . =e @z:tang .
-iz
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2. Montrer que I'équation (

1+iz\3 1+i .
) - a pour ensemble de solutions

1-iz) 1-i

S=1{-1;2—-3;2+V3}.

(1+iZ)3_ 1+1

1-iz) 1-i

1+iz\3 .
<:>( - ) =1

1-iz 2 3 2 3
«~—1+3iz-3z"-iz°=i(1-3iz—-3z°+iz")
—1-i-31-0)z-30-0)Z2+(1-0)z22=0
— (1-i)(1-3z-32°2+2%=0
<=>1—32—3zz+23:0
— (z+1)(Z°—-4z+1)=0
< z+1=0 ou z*—-4z+1=0
<~ z=-1 ou z:2—\/§ ou z:2+\/§

Donc S:{—I;Z—

\/§;Z+\/§} .

T
Déduire la valeur exacte de tan 1z

(1+i2)3_ 1+

1-iz)  1-i

—1;2—\/§;Z+\/§ = tanl;tanS—n;tan—.
{ f={tan;

— (E%) donc

3
12 4

3 T
OrtanI =-1 donctanﬁ =2-v3o0u2+V3.

T mw Sm W ) .
De plus, ) <—<—< > et la fonction tangente est strictement

12

. T T
croissante sur ] - —; = [ donc tan — < tan —
2°2 12

T
Or2-+v3<2++v3donc tanﬁzz—\/g.

2
51

12°

EXERCICE 9
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier a ’aide
d’'une démonstration ou d'un contre-exemple (suite définie de maniere
explicite).
1. Une suite croissante a partir d'un certain rang est minorée.

Ceci est vrai. Démontrons-le.

Soit (u,) une suite réelle. Supposons que (u,) est croissante a partir d'un
certain rang.

Alors Ing e N/VneN, (n = ny = u, = uy,).
Posons m = min{ug, Uy, Up, -+, Uny-1, Un,}- Alors m e R et Vn € N, uy, = m.
Donc la suite (u;) est minorée.

Ainsi | une suite croissante a partir d'un certain rang est minorée.

2. Une suite convergente est nécessairement monotone a partir d'un certain

rang.
Ceci est faux. Contre-exemple :

1"
Considérons la suite (u,) définie par VneN, u, = ( n) .

Alors (u,) converge vers 0 (cela se montre avec le théoreme des
gendarmes!) et pourtant (u,) n'est pas monotone .

3. Une suite divergeant vers +oo est nécessairement croissante a partir d'un

certain rang.

Ceci est faux. Contre-exemple :

Considérons la suite (u,,) définie par Vn e N, u,, = n* + (-1)".

Alors (u,) diverge vers +oo (cela se montre avec le théoreme de divergence

par minoration) et pourtant elle n’est pas monotone, donc elle n’est pas
croissante a partir d'un certain rang.
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4. Si (v,) est croissante et si Vn e N, u,, = v, alors (u,,) est croissante. Montrons par récurrence que Vn e N,0 < u, < 2.

Ceci est faux. Contre-exemple : (*) Initialisation : uy = 1, alors ug € [0;2], donc la propriété est vraie au rang
C1s . e 1 PR 0.
Considérons la suite (u,,) définie par Vn e N, u,, = — et (v,) la suite définie o ) L ]
. n (*) Hérédité : Soit n € N, on suppose que la propriété est vraie au rang n.
parVneN,v,=——. Par hypothese de récurrence, 0 < u, < 2 et f est strictement croissante sur
n

[0;2] donc f(0) < f (u,) < f(2).

Alors (v,,) est croissante et VneN, u,, = v,,.
Or f(0) =0et f(2) =2, donc 0 < uy4+ < 2. Donc la propriété est vraie au

Mais (u;) est décroissante, donc elle n’est pas croissante.

rang n+1.
5 21 (|.u”|)t ;:onve(r:ge,talors (un)lconverge auss. () Cglonclusion : La propriété est initialisée au rang 0 et héréditaire donc
eci est faux. Contre-exemple : -
Considérons la suite () dré)ﬁnie parVneN, u, =(-1)". ‘ nell<t=2 ‘
Alors (Juy|) converge vers 1 et pourtant (u,) diverge et donc ne Convergence de la suite (i,).
converge pas. (1) Sens de variation :
6. Si (Juy|) converge vers 0, alors (u;) converge aussi vers 0. —> f est strictement croissante sur [0;2] et VneN,0 < u, < 2, donc la suite
Ceci est vrai. Démontrons-le. (u,) est monotone.
Soit (u,) une suite. Supposons que (|u,|) converge vers 0. —>up=1letu; = f(up) = %, donc ug = 1.

Alors Ve > 0,3dn. e N/ (n = n. = ||uyl| <¢€).

. L. N Ainsi ’ la suite (u;) est décroissante |.
Ceci est équivalent a: Ve > 0,3n. e N/(n = n, = |uy,| <e).

(2) Convergence :
Donc (u;) converge vers 0. D E—— ) .
(uy) est décroissante et minorée par 0, donc (u,) est convergente.
Soit ¢ sa limite.

VneN,0<u,<2,alors0</¢<2.

Or f est continue sur [ 0;2 ], donc en ¢, alors ¢ vérifie f(¢) = ¢.

Ainsi | Si (|u,|) converge vers 0, alors (u,) converge aussi vers 0.

EXERCICE 11

up =1 flO)=0 = =l =P =0"6-1) = *(*-4)=0=

N . s _ Un V5 — 2
On considere la suite (u,) définie par{ VneN, u,1 = ? . /=0oul=—20ul=2
“n Or0</¢<2,donc ¢ # —-2. De plus ( u, ) est décroissante, donc
1. Montrer que Yn € N,0 < u, <2 puis étudier la convergence de la suite (u,). VneN,u, < uy, alors par passage a la limite £ < 1.
X
VneN, uy = f(u,) avec f: x— Ny définie sur [0;2]. Donc f({)=¥0 < ¢ = O.Ainsi‘ la suite (u;) est converge et a pour limite 0 |.
5-x

f est dérivable sur [0;2] comme quotient de telles fonctions et Vx €

[0;2], f'(x) = > :
(5—x%) V5—x?

Vx € [0;2], f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur [0;2].
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2. (a) Pour tout n € N, on pose v, = ui Calculer vy et expliciter la relation (c) Déduire des questions précédentes le terme général de la suite (u,,) et
de récurrence vérifiée par la suite (v;,). conclure sur la convergence de la suite (uy,).
— 2 _ — 1
VO_MO_LDOHC' VneN,vn:—dochneN,vn:m.
2 Wy, X
. 2 u 1%
Soit n €N, Vi1 = Uy = 5 ’;2 =5 nv . De plus, VneN, v, = ufl etu,>0doncVneN,u, =v,.
—u? ~-v,
(v,,) vérifie donc la relation de récurrence : | VneN, v, = Un Ainsi| Vn €N, u, = = :
n : PUnel = 5 V3x57+1
1 _ _ ) 5>1donc lim 5" =+oco.Deplus,3>0donc lim (3x5"+1)=+oo.
(b) Pour tout n € N, on pose w, = —. Justifier que la suite (w,) est bien n—+oo n—+oo
Ul’l . _ .
définie et montrer que V72 €N, whs1 = 5wy — 1. Alors nl_lgloo u, =0. Donc ‘ la suite (u,) est convergente vers 0 ‘ .
Déterminer le terme général de la suite (wy,).
VneN,u, >0et v, =u? doncVneN,v,#0. EXERCICE 14
Ainsi‘ (w,) est bien définie. ‘ Les questions 1 a 3 sont indépendantes.
_ 1
Soit n €N, Wy = 1 5= _5 _ 1=5w,-1. 1. Soit (x,) et (y,) deux suites réelles telles que Vn € N, x,41 = E(xn - yn) et
Un+1 Un Un . ~ 1 ot )
Donc“v’nel\l,wn+1:5wn—1‘etwoz—:1. Yni1 =5 Yn):
. . . oW Etudier la convergence de la suite complexe (z,) ou VneN, z, = x, +iyy,
(wy) est une suite arlthmetlco—geometrlque. . puis celle des suites (x,) et (yn).
On résout d’abord I'équation x = 5x — 1, on trouve x = —. Soit n € N.
il Zp+l = )15n+1 + iyn+1 )
Considérons la suite () définie par VneN, ¢, = w, — 7 = = (Xn—yn) + lE(xn + )
Montrons que (;) est une suite géométrique de raison 5. . 1 )
1 1 5 1 =0 +Dxp+ S (=1+Dyn
4 4 4 4 =—(1+Dxp+=i(1+0)yy
La suite (t,) est donc géométrique de raison 5 et de premier terme 2
fo= wO_Z:Z.DOHCVI’lEN,fn: t0><5n:4_1x5". =50+ D +1yn)
OrVnel\I,tn:wn—ZdochneN,wn:tn+Z. 2 )
3 1 Donc (z,) est une suite géométrique de raison 5(1 +1).
Ainsi|VneN,w, = - x5"+—|.
"4 4 1 . V2 .
Or ‘5(1 + z)‘ = > < 1 donc la suite (|z,|) converge vers 0.
Ainsi la suite (z,) converge vers 0 et les suites (Re(z;)) et (Im(z,))
convergent également vers 0.
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Donc | les suites (z,), (x,) et (y,) convergent vers 0 |

2. Etudier la convergence de la suite (z,,) définie par zy € C et
i
VneN, z,:1 = EZ" +1.
La suite (z,) est une suite arithmético-géométrique.
i i 2 2@2+1)
z:—z+1<:>(1——)z:1<:>z:—,(:>z: .
2 2 2—1 5

. s . e 2(2+1)

On considere la suite (u,,) définie par VneN, u, = z, — =
1
SoitneN, Uy =---= ziun (Calculs a détailler!)
. N . 1, 1. 1
Donc la suite (u;) est géométrique de raison 51. Or ‘51‘ =3 < 1 donc la
suite (Ju,|) converge vers 0. Alors la suite (u,) converge vers 0.
22+1) . 22 +1)
VneN,z,=u,+ donc| la suite (z,) converge vers .
3. Soit (uy) et (v;,) deux suites réelles telles que lirP (ui + Uyv, + vi) =0.
n—+oo
2im
En considérant la suite de terme général z,, = u,— jv, ou j = e 3 , montrer
que les suites (u,) et (v,) convergent vers 0.
2inm
Soit (z,) la suite définie par VneN, z, = u, — jv,ou j=e 3 .
Soit n € N ( 1+'\/§) +1 V3
oitneN,z,=u,—|—=+i—|vpy=uUp+—-—v,—i—v,.
Calculons | z,| afin de faire apparaitre u,21 et v,21.
1 2 3
|an2 = (un + Evn) + val = ufl+ UpUp+ vi.
N . 2 2y _ : 2 _
Or par hypotheése, nlier(un +uyv,+vy,) =0donc nl_lgl@ |z, = 0.
Alors la suite (|z,|) converge vers 0.
Donc la suite (z,) converge vers 0 et les suites (Re(z,)) et (Im(zy))
convergent également vers 0.
1 V3
D’ot1 lim (un + —vn) =0et lim —v,=0.
n—+oo 2 n—+oo 2
Ainsi| lim v,=0et lim u,=0|
n—+oo n—+oo
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